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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΣΥΝΟΨΗ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ

Σηµειώνουµε ότι κάθε ϕορά που ϑα λέµε οµάδα ϑα εννοούµε πεπερασµένη οµάδα, και κάθε ϕορά που
ϑα λέµε σώµα ϑα εννοούµε αλγεβρικά κλειστό σώµα.

1.1 Αναπαραστάσεις Πεπερασµένων Οµάδων

Ερώτηση

΄Εστω G οµάδα και k σώµα. Τί ονοµάζουµε αναπαράσταση της G πάνω από το k ;

Μια αναπαράσταση της G στο k είναι ένα οµοµορφισµός οµάδων

ρ : G→ GLn(k)

Ερώτηση

Υπάρχουν κάποιες χρήσιµες ιδιότητες που πρέπει να ϑυµάµαι ;

Φυσικά ! Ισχύει ότι

• ρ(1) = In

• ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)

• ρ (gm) ρ(g)m

Παράδειγµα

Για κάθε G οµάδα και k σώµα υπάρχει η τετριµένη αναπαράσταση η οποία δίνεται από

ρtr : G→ GL1(k) = k∗, ρtr(g) = 1

5
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Αναπαράσταση Πρόσηµο

΄Εστω G = Sn. Τότε ορίζεται αναπαράσταση

ρsign : Sn → GL1(k) = k∗, ρsign(σ) = sign(σ)

Ερώτηση

Πότε µια αναπαράσταση ρ λέγεται πιστή ;

Η ρ λέγεται πιστή αν είναι 1-1, δηλαδή ker ρ = {1}.

1.2 Ο οµαδοδακτύλιος kG

Θα ορίσουµε ένα νέο δακτύλιο kG (k - άλγεβρα) και ϑα δούµε ότι τα πρότυπα πάνω από αυτόν τον
δακτύλιο επί της ουσίας ταυτίζονται µε τις αναπαραστάσεις της G στο k

Ερώτηση

Τί ορίζουµε ως άλγεβρα kG ;

΄Εστω G οµάδα και k σώµα. Ορίζουµε ως kG τον k - διανυσµατικό χώρο

kG =
⊕
g∈G

kg

δηλαδή το ελεύθερο αβελιανό k - πρότυπο µε ϐάση το G. Ουσιαστικά κάθε x ∈ kG γράφεται
µοναδικά στην µορφή

x = λ1g1 + · · ·+ λngn

όπου λi ∈ k και G = {g1, . . . , gn}.

Ερώτηση

Πως µπορούµε να ορίσουµε πράξεις στον kG ώστε να αποκτήσει πράγµατι δοµή k - άλγεβρας ;
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• Πρόσθεση : ∑
g∈G

λgg +
∑
g∈G

µgg =
∑
g∈G

(λg + µg)g

• Εξωτερικός Πολλαπλασιασµός

λ ·

∑
g∈G

λgg

 =
∑
g∈G

λλgg, λ ∈ k

• Πολλαπλασιασµός ∑
g∈G

λgg

 ·

(∑
h∈G

λhh

)
=
∑

g,h∈G
λgµhgh

ουσιαστικά ο πολλαπλασιασµός γίνεται παρόµοια µε τον νόµο της επιµεριστικής ιδιότητας
(αλλά ϑέλει προσοχή !).

Ερώτηση

Είναι σωστό ότι κάθε ρ : G→ GLn(k) επάγει ένα kG πρότυπο ; Και αν ναι πως ;

Ουσιαστικά κάθε πίνακας A ∈ GLn(k) είναι ένας k - γραµµικός αυτοµορφισµός

φ : kn → kn v 7→ A · v

΄Εστω V = kn. Ορίζεται δράση της G στο V ως εξής

g · v = ρ(g)(v) ∈ V

΄Αρα, για ένα τυχαίο
∑

g∈G λgg ∈ kG έχουµε ότι∑
g∈G

λgg

 · v =
∑
g∈G

λgρ(g)(v)

ουσιαστικά επεκτείνοντας της δράση της G σε όλο τον δακτύλιο kG. Αφήνεται ως άσκηση να
δειχθεί ότι το V είναι πράγµατι ένα kG - πρότυπο.

Ερώτηση

Το αντίστροφο είναι σωστό ; ∆ηλάδη ισχύει ότι για κάθε V ένα kG πρότυπο (το οποίο είναι και k -
δ.χ.) µε dimk V = n <∞, επάγει αναπαράσταση ρV : G→ GLn(k) ; Και αν ναι µε ποιο τρόπο ;
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΄Εστω V ένα kG - πρότυπο και έστω B = {v1, . . . , vn} µια ϐάση του V . Αν g ∈ G, παρατηρήστε
ότι ορίζεται k - γραµµική απεικόνιση

φg : V → V, v 7→ g · v

η οποία είναι αυτοµορφισµός, αφού φg−1 = φ−1
g . Συνεπώς, αν [g]B ο πίνακας της φg ως προς την

ϐάση G παρατηρούµε ότι ορίζεται

ρ : G→ GLn(k), ρ(g) = [g]B

Αρκετές ϕορές ϑα συµβολίζουµε µε (V, ρV ), εννοώντας ότι η ρV είναι η επαγόµενη αναπαράσταση.

Το κανονικό kG - πρότυπο

Θεωρούµε δράση της G στο kG µε το εξής τρόπο

g ·

(∑
h∈G

λhh

)
=
∑
h∈G

λhgh =
∑
h∈H

λg−1hh

Επεκτείνοντας γραµµικά το kG αποκτά δοµή kG προτύπου. Το kG µε την παραπάνω δράση
του kG λέγεται το κανονική kG - πρότυπο . Η επαγόµενη αναπαράσταση λέγεται κανονική
αναπαράσταση της G.

Πρότυπο Μετάθεσης

Θεωρούµε G = Sn και V ένα k - δ.χ. διάστασης n και B = {v1, . . . , vn}. Ορίζεται δράση της G
στο B ως εξής :

σ · vi := vσ(i)

και επεκτείνεται σε όλο το V .

Παράδειγµα

΄Εστω G = S3 και V ένα k - δ.χ. διάστασης 3 και B = {v1, v2, v3}. Τότε, αν σ = (12) ∈ S3
παρατηρούµε ότι

σ · v1 = v2 σ · v2 = v1 σ · v3 = v3

Στην αντίστοιχη επαγόµενη αναπαράσταση προκύπτει ότι

ρ(σ) =

0 1 0
1 0 0
0 0 1



Ερώτηση

΄Εστω V ένα kG - πρότυπο. Πότε λέγεται ανάγωνο ;

Το V λέγεται ανάγωγο kG - πρότυπο αν δεν υπάρχει W ̸= 0 µη µηδενικός υπόχωρος τέτοιος ώστε
να είναι αναλλοίωτος κάτω από την δράση της G (δηλαδή gW ⊆ W , για κάθε g ∈ G). Ισοδύναµα
δεν έχει µη τετριµένο, γνήσιο kG - υποπρότυπο.
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Ερώτηση

΄Εστω V,W δύο kG - πρότυπα και φ : V → W µια k - γραµµική απεικόνιση. Πότε η φ λέγεται
kG - γραµµική ;

Η φ λέγεται kG - γραµµική αν για κάθε g ∈ G και v ∈ V ισχύει

φ(g · v) = g · φ(v)

Ουσιαστικά η φ είναι οµοµορφισµός kG - προτύπων µε τον συνήθη τρόπο από την ϑεωρία προ-
τύπων.

Ερώτηση

΄Εστω V,W δύο kG - πρότυπα και φ : V →W µια kG - γραµµική απεικόνιση. Γνωρίζουµε κάποια
ϐασικά υποπρότυπα των V,W που επάγονται από την φ ;

Ναι ! Ισχύει ότι kerφ ≤ V και Imφ ≤W είναι kG - υποπρότυπα των V και W αντίστοιχα. Επίσης
ισχύει ότι

V = kerφ⊕ U

όπου U ≤ V ένα kG - υποπρότυπο όπου U ∼= Imφ (ισόµορφα kG - πρότυπα).

Ερώτηση

΄Εστω (V, ρ) ένα kG - πρότυπο και (U1, ρ1), (U2, ρ2) δύο kG - υποπρότυπα τέτοια ώστε V = U1⊕U2.
Τί µπορούµε να πούµε για την αντίστοιχη αναπαράσταση ;

΄Εστω B1,B2 ϐάσεις για τα U1, U2 αντίστοιχα. Τότε, ισχύει ότι B = B1 ∪ B2 είναι µια ϐάση του
V . Τότε, για κάθε g ∈ G παρατηρήστε ότι

ρ(g) = [g]B =

(
[g]B1 0
0 [g]B2

)
=

(
ρ1(g) 0
0 ρ2(g)

)
Αρκετές ϕορές συµβολίζουµε και ως

ρ = ρ1 ⊕ ρ2

ευθύ άθροισµα αναπαραστάσεων.

1.3 Θεώρηµα Maschke και Λήµµα του Schur

Ερώτηση

Τί λέει το ϑεώρηµα του Maschke ;
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΄Εστω V ένα kG - πρότυπο και U ≤ V ένα kG - υποπρότυπό του. Τότε, υπάρχει W ≤ V ένα kG -
υποπρότυπό του τέτοιο ώστε

V = U ⊕W

Ερώτηση

Μπορεί ένα kG - πρότυπο V να αναλυθεί σε ευθύ άθροισµα αναγώγων ;

Φυσικά ! Από το Θεώρηµα του Maschke προκύπτει ότι κάθε αναλύεται σε ευθύ άθροισµα αναγώγων

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un

Οµαδόποιώντας τους ανά δύο ισόµορφους παράγοντες τότε έχουµε ότι

V = Uλ1
1 ⊕ · · · ⊕ Uλk

k

Μάλιστα αποδεικνύεται ότι λi = dimk Ui, συνεπώς έχουµε ότι

V = Udimk U1
1 ⊕ · · · ⊕ Udimk Uk

k

Εφαρµογή

Εφαρµόζοντας τον παραπάνω τύπο για το κανονικό kG - πρότυπο και περνόντας σε ϐαθµούς
έχουµε ότι

|G| = dimk U
2
1 + · · ·+ dimk U

2
k

Ερώτηση

Τί λέει το λήµµα του Schur ;

Αν V,W δύο ανάγωγα kG - πρότυπα και φ : V →W οµοµορφισµός kG - προτύπων, τότε φ = 0 ή
φ είναι ισοµορφισµός. ΄Ενα σηµαντικό πόρισµα του συγκεκριµένου λήµµατος είναι το εξής. Αν V
ανάγωγο kG - πρότυπα και φ : V → V οµοµορφισµός kG - προτύπων, τότε υπάρχει λ ∈ k τέτοιο
ώστε

φ = λ · IdV

1.4 Αναπαραστάσεις Αβελιανών Οµάδων

Στην ϑεωρία αναπαραστάσεων οι ανάγωγες αναπαραστάσεις είναι σαν τα τουβλάκια Lego της γενικότερης
κατασκεύης (αναπαράστασης) όπως υποδεικνύει το παραπάνω πόρισµα του ϑεωρήµατος του Maschke.
Θα προσπαθήσω να εξηγήσουµε τεχνικές όπου αρκετές ϕορές είναι αρκετά χρήσιµες για την εύρεση των
ανάγωγων αναπαραστάσεων µια οµάδας. Από τώρα και στο εξής ϑα ϑεωρούµε όπου k = C.

Ερώτηµα

Υποθέτουµε ότι G είναι αβελιανή. Ποιες είναι οι ανάγωγες αναπαραστάσεις της G ;
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Από το λήµµα του Schur (άσκηση) προκύπτει ότι µια αναπαράσταση (V, ρ) είναι ανάγωγη αν και
µόνο αν dimk V = 1.

Ερώτηση

΄Εστω G αβελιανή. Πως µπορούµε να ϐρούµε τις µονοδιάστατες αναπαραστάσεις της ;

Γνωρίζουµε, από γνωστό ϑεώρηµα της ϑεωρίας οµάδων, ότι

G = Cn1 ⊕ · · · ⊕ Cnk

όπου Cni = ⟨ai⟩ κύκλική τάξης ni.
Αν ϐρούµε όλες τις αναπαραστάσεις

ρi : Cni → C∗

Τότε, οι Ϲητούµενες αναπαραστάσεις ϑα είναι οι

ρ : G→ C∗, ρ(m1a1 + · · ·+mkak) =
k∏
i

ρi(ai)
mi

Ερώτηση

Πως ϐρίσκω τις ανάγωγες αναπαραστάσης µια κυκλικής οµάδας C = ⟨a⟩ τάξης n ;

΄Εστω ρ : C → C∗ ανάγωγη αναπαράσταση. Αρκεί να καθορίσουµε την τιµή του ρ(a). ΄Εχουµε ότι

ρ(a)n = ρ (an) = ρ(1) = 1

΄Αρα, ρ(a) είναι µια n - οστή δύναµη της µονάδας. Συνεπώς, αν ω µια πρωταρχική n - οστή ϱίζα
της µονάδας έχουµε ότι όλες οι 1-διάστες αναπαραστάσεις την C είναι οι

ρi : C → C∗, ρi(a) = ωi

Παράδειγµα

Θα ϐρούµε τις 1-διάστατες αναπαραστάσεις της Z2. Αν ρ : Z2 → C∗ µια αναπαράσταση, είδαµε
ότι

ρ([1]2) ∈ {−1, 1}

Συνεπώς, υπάρχουν δύο ανάγωγες αναπαραστάσεις της Z2 είναι η

ρ1([1]2) = 1 και ρ2([1]2) = −1
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Παράδειγµα

Θα ϐρούµε τις 1-διάστατες αναπαραστάσεις της Z3. Αν ρ : Z3 → C∗ µια αναπαράσταση, είδαµε
ότι

ρ([1]3) ∈
{
1, ω, ω2

}
όπου ω µια 3η ϱίζα της µονάδας. Συνεπώς, υπάρχουν τρείς ανάγωγες αναπαραστάσεις της Z3.

Παράδειγµα

Θα ϐρούµε τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της G = Z2 ⊕ Z3.
Από τα παραπάνω παραδείγµατα είδαµε ότι οι ανάγωγες αναπαραστάσεις των Z2 και Z3 είναι οι

τ1([1]2) = 1, τ2([1]2) = −1, ρ1([1]3) = 1, ρ2([1]3) = ω, ρ3([1]3) = ω2

΄Αρα, η G έχει 6 µονοδιάστατες αναπαραστάσεις τις

ρi,j([n]2 + [m]3) = τi([n]2) · ρj([m]3) = (−1)i·n · ωj·m

1.5 Χαρακτήρες

Ερώτηση

Τί είναι ο χαρακτήρας µια αναπαράστασης ρ : G→ GLn(C)

Ορίζουµε ως χαρακτήρα της ρ την απεικόνιση

χ : G→ C, χ(g) = Tr(ρ(g))

Προφανώς, ο χαρακτήρας ενός CG - προτύπου ορίζεται να είναι ο χαρακτήρας της αντίστοιχης
επαγόµενης αναπαράστασης. (Ο χαρακτήρας είναι ανεξάρτητος επιλογής ϐάσης).

Παράδειγµα

΄Εστω G = S3 και V ένα C - δ.χ. διάστασης 3 και B = {v1, v2, v3}. Τότε, αν σ = (12) ∈ S3
παρατηρούµε ότι

σ · v1 = v2 σ · v2 = v1 σ · v3 = v3

Στην αντίστοιχη επαγόµενη αναπαράσταση προκύπτει ότι

ρ(σ) =

0 1 0
1 0 0
0 0 1


Συνεπώς, έχουµε ότι χ(σ) = 1.

Ερώτηση

Ο χαρακτήρας έχει κάποιες αξιοσηµείωτες ιδιότητες ;
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΄Εστω ρ : GGLn(C)

• Αν (V, ρ) αναπαράσταση, τότε χ(1) = dimC V .

• ΄Εστω g, h ∈ G. Τότε έχουµε ότι

ρ
(
h−1gh

)
= ρ(h)−1ρ(g)ρ(h)

Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν τα ίδια ίχνη, τότε

χ
(
h−1gh

)
= χ(g)

Συνεπώς, οι χαρακτήρες παραµένουν σταθεροί στις κλάσεις συζυγίας

Cl(g) =
{
h−1gh | h ∈ G

}
• Αν V είναι ένα CG - πρότυπο και

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un

µια ανάλυσή του σε CG - πρότυπα τότε ισχύει ότι

χV = χU1 + · · ·+ χUn

• Αν V ∼= U ισόµορφα CG πρότυπα, τότε χV = χU .

• ΄Εστω g ∈ G στοιχείο τάξης m. Τότε, χ(g) είναι άθροισµα m-οστών ϱιζών της µονάδας
(χρησιµοποιήστε ότι κάθε πίνακας στο C είναι τριγωνίσιµος).

• χ
(
g−1
)
= χ(g).

Χαρακτήρας Κανονικού CG - Προτύπου

Είδαµε ότι CG είναι ένα CG - πρότυπο µε ϐάση B = G = {g1 = 1, . . . , gn}. Αν g ̸= 1 στην G
παρατηρούµε ότι g · gi ̸= gi, συνεπώς το αντίστοιχο στοιχείο στην ϑέση (i, i) του πίνακα [g]B είναι
0. ΄Αρα, έχουµε ότι χreg(g) = 0. ΄Αρα, έχουµε ότι

χreg(g) =

{
|G|, g = 1

0, g ̸= 1

Χαρακτήρας του Προτύπου Μετάθεσης

Θεωρούµε V ένα C - δ.χ. µε ϐάση {v1, . . . , vn}. Είδαµε ότι η Sn ορίζε δράση

σ · vi = vσ(i)

Αν σ ∈ Sn, παρατηρούµε ότι στον αντίστοιχο πίνακα ρ(g), στην ϑέση (i, i), έχει 1 αν σ(i) = 1, ενώ
0 αν σ(i) ̸= 0. Παίρνοντας Tr στον ρ(g) µετράµε τις µονάδες στην διαγώνιο, τότε µονάδες όσα τα
i που σ(i) = i. Συνεπώς, έχουµε ότι

χV (σ) = |fix(σ)|, fix(σ) = {i ∈ {1, . . . , n} | σ(i) = i}
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1.6 Εσωτερικό Γινόµενο και Χαρακτήρες

Ερώτηση

Θεωρούµε τον C - δ.χ. F (G,C) τον συναρτήσεων από το G στο C. Μπορούµε να ορίσουµε
εσωτερικό γινόµενο στον F (G,C) ;

Μπορούµε ναι ! Αν f, g ∈ F (G,C), τότε ορίζουµε

⟨f, h⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

f(g) · h(g)

Ερώτηση

Τί ισχύει στην ειδική περίπτωση όπου f, g είναι χαρακτήρες της G ;

Αν χ, ψ χαρακτήρες τηςG είδαµε ότι αυτοί παραµένουν σταθεροί στις αντίστοιχες κλάσεις συζυγίας,
συνεπώς αν {g1, . . . , gk} ένα σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων συζυγίας της G, τότε έχουµε ότι

⟨χ, ψ⟩ = 1

|G|

k∑
i=1

|Cl(gi)|χ(gi) · ψ(gi)

Ερώτηση

Πως οι χαρακτήρες συνδέονται µε τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της G ;

Αν V,W ανάγωγες αναπαραστάσεις της G ισχύει ότι

⟨χV , χW ⟩ = 0 ⟨χV , χV ⟩ = 1

Ισχύει και το αντίστροφο. Αν για µια αναπαράσταση V ισχύει ότι

⟨χV , χV ⟩ = 1

τότε V είναι ανάγωγο CG - πρότυπο. Τέλος, ισχύει ότι V,W είναι ισόµορφα CG - πρότυπα αν και
µόνο αν

χV = χW

Παράδειγµα

΄Εστω G = S3 και V το σύνηθες πρότυπο µετάθεσης µε ϐάση {v1, v2, v3}. ΄Εχουµε δει ότι ο
υπόχωρος U = ⟨v1 + v2 + v3⟩ είναι ένα CS3 - υποπρότυπο και ϑεωρούµε το W = V/U µε ϐάση
v1, v2 και

v3 = −v1 − v2

∆είξτε ότι η W είναι ανάγωγη αναπαράσταση. Σηµειώνουµε ότι το συγκεριµένο αποτέλεσµα ισχύει
για κάθε n ≥ 1.
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Θα δείξουµε ότι ⟨χW , χW ⟩ = 1. Αρχικά

ρW (1) =

(
1 0
0 1

)
ρW (12) =

(
0 1
1 0

)
ρW (123) =

(
0 −1
1 −1

)
Συνεπώς, έχουµε ότι

χW (1) = 2 χW (12) = 0 χW (123) = −1

Συνεπώς, ισχύει ότι

⟨χW , χW ⟩ =
1

6
(|Cl(1)| · χW (1) · χW (1) + |Cl(12)| · χW (12) · χW (12) + |Cl(123)| · χW (123) · χW (123)) = 1

Ερώτηση

Πόσες ανάγωγες αναπαραστάσεις έχει µια οµάδα G ;

Αποδεικνύεται µε χρήση ϑεωρίας χαρακτήρων ότι το πλήθος των ανάγωγων αναπαραστάσεων µιας
οµάδας ισούται µε το πλήθος των κλάσεων συζυγίας της.

Παράδειγµα

Θα ϐρούµε τον πίνακας χαρακτήρων της S3. Η S3 έχει τρεις κλάσεις συζυγίας, µε αντίστοιχους
αντιπροσώπους τα 1, (12), (123), συνεπώς έχει 3 ανάγωγες αναπαραστάσεις.

S3 (1) (12) (123)

χtr 1 1 1

χsign 1 −1 1

χW 2 0 −1

όπου W η αναπαράσταση πηλίκο W = C3/U , όπου U = ⟨e1 + e2 + e3⟩. Θα υπολογίσουµε
διάφορα εσωτερικά γινόµενα για λόγους εξάσκησης.

⟨χtr, χW ⟩ = 1

6
(χtr(1) · χW (1) · 1 + χtr(12) · χW (12) · 3 + χtr(123) · χW (123) · 2) = 0

και

⟨χW , χW ⟩ = 1

6
(χW (1) · χW (1) · 1 + χW (12) · χW (12) · 3 + χW (123) · χW (123) · 2) = 1
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ

2.1 Κλάσεις Συζυγίας και Στοιχεία της Οµάδας Μεταθέσεων

Ερώτηση

΄Εστω σ = (a1 · · · ak) ∈ Sn κύκλος µήκους k και τ ∈ Sn. Τί ισχύει για την µετάθεση τστ−1 ;

Ισχύει ότι
τστ−1 = (τ(a1) · · · τ(ak)

Συνεπώς κάθε συζυγές µετάθεση κύκλου µήκους k είναι κύκλος µήκους k. Αντίστροφα, αν c1, c2 κύκλοι
µήκους k στην Sn, τότε είναι συζυγείς. Πράγµατι, αν

c1 = (a1 · · · ak) και c1 = (b1 · · · bk)

τότε αν ϑεωρήσουµε µια τ ∈ Sn τ.ω. τ(ai) = bi από την παραπάνω παρατήρηση έχουµε το Ϲητούµενο.

Ερώτηση

Τί ισχύει µε την κλάση συζυγίας µιας τυχαίας σ ∈ Sn ;

Γνωρίζουµε ότι κάθε σ γράφεται ως γινόµενο ξένων κύκλων ανά δύο. Αν ϑεωρήσουµε στην γραφή
της σε ξένους κύκλους και τους κύκλους µήκους 1, τότε η σ γράφεται ως

σ = c1 · · · cℓ

όπου το ci κύκλος µήκους ni και
ℓ∑

i=1

ni = n

Τότε, αν τ ∈ Sn έχουµε ότι

τστ−1 = τc1 · · · cℓτ−1 =

ℓ∏
i=1

τciτ
−1 = c′1 · · · c′ℓ

όπου c′i κύκλος µήκους ni. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή ισχύει ότι κάθε δύο σ1, σ2 που
επιδέχονται γραφή σε ξένους κύκλους ίδιων µηκών, τότε είναι µεταξύ τους συζυγείς.

17
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Κλάσεις Συζυγίας της S3

Κάθε µετάθεση στην S3 είτε ϑα γράφεται σαν κύκλος µήκους 2 είτε σαν κύκλος µήκους 3. Συνε-
πώς, ένα σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων της S3 είναι το

Cl(1) = {1} Cl(12) = {(12), (13), (23)} Cl(123) = {(123), (132)}

Κλάσεις Συζυγίας της S4

Κάθε µετάθεση στην S4 µπορεί να γραφτεί σαν γινόµενο ξένων κύκλων

• Είτε ως κύκλος µήκους 1 (δηλαδή να είναι η 1).

• Είτε ως κύκλος µήκους 2

• Είτε ως κύκλος µήκους 3

• Είτε ως κύκλος µήκους 4

• Είτε ως γινόµενο ξένων κύκλων µήκους 2.

Συνεπώς, ένα σύνολο αντιπροσώπων των κλάσεων συζυγίας της S4 είναι το

1, (12), (123), (1234), (12)(34)

µε
|Cl(1)| = 1, |Cl(12)| = 6, |Cl(123)| = 8, |Cl(1234)| = 6, |Cl((12)(34))| = 3

Αβελιανοποίηση της Sn

Είδαµε ότι για να υπολογίσουµε τις 1-διάστατες αναπαραστάσεις µια οµάδας πρέπει να αναχθούµε
στις αντίστοιχες 1-διάστατες αναπαραστάσεις της αβελιανοποίησείς της, δηλαδή της οµάδας

Gab = G/[G,G]

όπου [G,G] η αντίστοιχη παράγωγος υποοµάδα. Ποια είναι όµως η αβελιανοποίηση της Sn ;

Γνωρίζουµε ότι αν H ≤ G κανονική και G/H αβελιανή, τότε [G,G] ⊆ H. Στην περίπτωση της
Sn, γνωρίζουµε ότι για n ≥ 5 η An είναι απλή συνεπώς µε την παραπάνω παρατήρηση έχουµε ότι
[Sn, Sn] = An, εποµένως

(Sn)ab = Sn/An = Z2

Αντίστοιχα για n = 2, . . . , 4 αποδεικνύεται ότι [Sn, Sn] = An. Εποµένως, για κάθε n ≥ 2 έχουµε ότι
(Sn)ab = Z2.
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2.2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1

Θεωρούµε µια οµάδα G, µια µονοδιάστατη αναπαράσταση της G µε αντίστοιχο οµοµορφισµό
σ : G→ C∗, και ένα CG - πρότυπο V , µε αντίστοιχο οµοµορφισµό ρ : G→ GLC(V ).

(α) Να δείξετε ότι η απεικόνιση g 7→ σ(g)ρ(g), g ∈ G στον C - διανυσµατικό χώρο V τη δοµή
ενός CG - προτύπου V σ.

(ϐ) Να δείξετε ότι το CG - πρότυπο V είναι απλό αν και µόνο αν το CG - πρότυπο V σ είναι
απλό.

Λύση. (α) Αρκεί να δείξουµε ότι η σ(g)ρ(g) ∈ GLC(V ), το οποίο είναι άµεσο αφού σ(g) ̸= 0 και
ρ(g) ∈ GLC(V ) και ότι σρ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω g, h ∈ G. Τότε,

σρ(gh) = σ(gh)ρ(gh) = σ(g)σ(h)ρ(g) ◦ ρ(h) = [σ(g)ρ(g)] ◦ [σ(h)ρ(h)] .

(ϐ) ΄Εστω V ένα CG, πρότυπο και U ένας C - διανυσµατικός υπόχωρος του V . Ο U είναι CG -
υποπρότυπο του V αν και µόνο αν ρ(g)(U) ⊆ U , για κάθε g ∈ G και επειδή U είναι C - υπόχωρος
και σ(g) ̸= 0 αν και µόνο αν σ(g)ρ(g)(U) ⊆ U . ΄Αρα, U είναι CG υποπρότυπο του V σ. Οµοίως
δείχνουµε το αντίστροφο και έχουµε το Ϲητούµενο.

■

΄Ασκηση 2

Θεωρούµε την οµάδα S6 των µεταθέσεων σε 6 σύµβολα.

(α) Πόσες (ανα δύο µη - ισόµορφες) ανάγωγες αναπαραστάσεις έχει η οµάδα S6 επί το σώµατος
C ;

(ϐ) Πόσες (ανα δύο µη - ισόµορφες) µονοδιάστατες αναπαραστάσεις έχει η οµάδα S6 επί το
σώµατος C ;

(γ) Η οµάδας S6 δρα στον διανυσµατικό χώρο V = C6 =
⊕6

i=1Cei µέσω των γραµµικών
απεικονίσεων που µεταθέτουν τα διανύσµατα e1, . . . , e6. Θεωρούµε τον αναλλοίωτο υπόχωρο
U = Ce, όπου e =

∑6
i=1 ei, και το CS6 - πρότυπο πηλίκο W = V/U . Να υπολογίσετε τον

χαρακτήρα χW και να συµπεράνετε ότι το CS6 - πρότυπο W είναι απλό.

(δ) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον µία ανάγωγη 5-διάστατη αναπαράσταση της S6 επί του
σώµατος C, η οποία δεν είναι ισόµορφη µε την αναπαράσταση W του ερωτήµατος (γ) παρα-
πάνω.

Λύση. Αρχικά σηµειώνουµε τις κλάσεις συζυγίας τις οµάδας S6 καθώς και το πλήθος αυτών

(1) #Cl(1) = 1 (2) #Cl(12) = 15 (3) #Cl(123) = 40

(4) #Cl(1234) = 90 (5) #Cl(12345) = 144 (6) #Cl(123456) = 120

(7) #Cl(12)(34) = 45 (8) #Cl(12)(34)(56) = 15 (9) #Cl(12)(3456) = 90

(10) #Cl(123)(456) = 40 (11) #Cl(12)(345) = 120

(α) Γνωρίζουµε ότι το πλήθος των ανάγωγων αναπαραστάσεων της S6 επί του C ταυτίζεται µε το πλήθος
των κλάσεων συζυγίας της S6, συνεπώς το πλήθος των ανάγωγων αναπαραστάσεων ισούται µε 11.

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι το πλήθος των 1-διάστατων αναπαραστάσεων της S6 ταυτίζεται µε το |(S6)ab| =
|S6/A6| = 2, αφού ισχύει ότι DS6 = A6. Μάλιστα, οι δύο αυτές αναπαραστάσεις είναι η τετριµµένη
και αναπαράσταση πρόσηµο σ.



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ

(γ) ΄Εστω ρ η αντίστοιχη αναπαράσταση του CS6 - προτύπου W . Μέσω του παρακάτω πίνακα, ο
πίνακας χαρακτήρων της αναπαράστασης ρ είναι ο εξής :

χW (1) (12) (123)
5 3 2

(1234) (12345) (123456)
1 0 −1

(12)(34) (12)(34)(56) (12)(3456)
1 −1 −1

(123)(456) (12)(345)
−1 0

Γνωρίζουµε ότι κάθε αντίστροφος των παραπάνω αντιπροσώπων των κλάσεων συζυγίας, είναι συζυ-
γής µε τον αντιπρόσωπο, συνεπώς από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι

⟨χW , χW ⟩ =
∑
σ∈S6

χW

(
σ−1

)
χW (σ)

|S6|
=

∑
[σ]∈C (S6)

γσχ
2
W (σ)

6!
= 1.

όπου γσ είναι το πλήθος των αντίστοιχων κλάσεων συζυγίας. Από την τελευταία σχέση συµπερα-
ίνουµε ότι το W είναι απλό CS6 - πρότυπο.

ρ(1) = I5 ρ(12) =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



ρ(123) =


0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ρ(1234) =


0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1



ρ(12345) =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 ρ(123456) =


0 0 0 0 −1
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 −1



ρ(12)(34) =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

 ρ(12)(34)(56) =


0 1 0 0 −1
1 0 0 0 −1
0 0 0 1 −1
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1



ρ(12)(3456) =


0 1 0 0 −1
1 0 0 0 −1
0 0 0 1 −1
0 0 1 0 −1
0 0 0 0 −1

 ρ(123)(456) =


0 0 1 0 −1
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 1 −1



ρ(12)(345) =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


(δ) Μέσω της ΄Ασκησης 1 και της αναπαράστασης πρόσηµο σ, ορίζεται το CS6 - πρότυπο W σ το οποίο

είναι απλό από το (γ). Για να δείξουµε ότι W,W σ δεν είναι ισόµορφα, αρκεί να δείξουµε ότι
έχουν διαφορετικούς χαρακτήρες, το οποίο ισχύει αφού χρ(12) = 3, ενώ χσρ(12) = −3, διότι
σ(12)ρ(12) = −ρ(12).
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■

΄Ασκηση 3

Θεωρούµε τον δ.χ. V µε ϐάση B = {vi,j | 1 ≤ i, j ≤ 3} και τη δράση της S3 στο B

σ · vi,j = vσ(i),σ(j)

Παραστήστε το χV ως γραµµικό συνδυασµό των ανάγωγων χαρακτήρων της S3. Είναι σωστό ότι
το V περιέχει CS3 - υποπρότυπο ισόµορφο µε το κανονικό πρότυπο της CS3 ;

Λύση. Αρχικά, ϑα υπολογίσουµε τον χαρακτήρα του V . έχουµε ότι η δράση του σ ∈ S3 δίνει µονάδα
στην διαγώνια της (i, j) στήλης αν και µόνο αν σ(i) = i και σ(j) = j. ΄Αρα,

• Προφανώς, χV (1) = dimV = 9

• Κάτω από την δράση του (12) το µόνο στοιχείο της ϐάσης που παραµένει σταθερό είναι το v(3,3),
συνεπώς χV (12) = 1.

• Κάτω από την δράση του (123) δεν παραµένει κανένα στοιχείο της ϐάσης σταθερό, συνεπώς
χV (123) = 0.

΄Εχουµε ότι ο πίνακας χαρακτήρων της S3 είναι ο

S3 (1) (12) (123)

χtr 1 1 1

χsign 1 −1 1

χW 2 0 −1

Ισχύει ότι
χV = aχtr + bχsign + cχW

όπου
a = ⟨χV , χtr⟩ = 2 b = ⟨χV , χsign⟩ = 1 c = ⟨χV , χW ⟩ = 3

■

΄Ασκηση 4

(α) Να ϐρείτε της 1 - διάστατες αναπαραστάσεις της A4.

(ϐ) Να ϕτιάξετε των πίνακα χαρακτήρων της A4.

Λύση. (α) Η οµάδα A4 έχει την παρακάτω αναπαράσταση

A4 =
〈
a, b | a3, b2, (ba)2

〉
όπου a = (123) και b = (12)(34). Η αβελιανοποίηση της A4 είναι η

(A4)ab =
〈
a, b | a3, b2, (ba)2, aba−1b−1

〉
=
〈
a | a3

〉
= Z3

΄Αρα, αν ω είναι µια πρωταρχική ϱίζα της µονάδας η A4 έχει 3 µονοδιάστατες αναπαραστάσεις τις

ρ1(a) = 1 ρ1(b) = 1

την
ρ2(a) = ω ρ2(b) = 1

και
ρ3(a) = ω2 ρ2(b) = 1
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(ϐ) ΄Ενα σύνολο αντιπροσώπων για τις κλάσεις συζυγίας της A4 είναι το{
1, b, a, a−1

}
όπου b = (12)(34) και a = (123) µε a−1 = (132). Εφόσον έχουµε ϐρει 3 ανάγωγες αναπαραστάσεις
και συνολικά είναι 4 αναζητούµε ακόµα 1 ανάγωγη αναπαράσταση ρ4. Η διάσταση της δίνεται από
την σχέση

12 = |A4| =
4∑

i=1

dim ρ2i = 3 + dim ρ24 ⇒ dim ρ4 = 3

Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι η Ϲητούµενη ανάγωγη αναπαράσταση είναι η W = V/U ,
όπου V το πρότυπο µετάθεσης και U = ⟨

∑
i vi⟩, δείχνοντας ότι ⟨χW , χW ⟩ = 1. Συνεπως, ο

Ϲητούµενος πίνακας χαρακτήρων είναι ο

A4 (1) (12)(34) (123) 132

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 ω ω2

χ3 1 1 ω2 ω

χ4 3 −1 0 0

■

΄Ασκηση 5

Είναι σωστό ότι

(α) Για κάθε ανάγωγο χαρακτήρα χ διαφορετικό του τετριµµένου, ισχύει ότι∑
g∈G

χ(g) = 0

(ϐ) για κάθε ανάγωγο χαρακτήρα διαφορετικό του χαρακτήρα προσήµου ισχύει ότι∑
σ∈Sn

sign(σ) · χ(σ) = 0

Λύση. Το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα από το γεγονός ότι διαφορετικοί ανάγωγοι χαρακτήρες (που αντι-
στοιχούν σε µη ισόµορφα ανάγωγα πρότυπα) είναι ορθογώνιοι. ■

΄Ασκηση 6

∆είξτε ότι αν υπάρχει g ∈ G τέτοιο ώστε

k∑
i=1

|χi(g)|2 >
|G|
2

όπου χ1, . . . , χk οι ανάγωγοι χαρακτήρες της G, τότε g ∈ Z(G).

Λύση. Από τις γνωστές σχέσεις ορθογωνιότητας έχουµε ότι

|G|
|Cl(g)|

=
k∑

i=1

|χi(g)|2 >
|G|
2

Συνεπώς, έχουµε ότι |Cl(g)| < 2 άρα |Cl(g)| = 1. Εποµένως, έχουµε το Ϲητούµενο. ■
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΄Ασκηση 7

Να δείξετε ότι µια οµάδα G είναι αβελιανή αν και µόνο αν κάθε ανάγωγη αναπαράστασή της είναι
1 - διάστατη.

Λύση. Αρχικά υποθέτουµε ότι G είναι αβελιανή. ΄Εστω (V, ρ) ανάγωγη αναπαράσταση της G και U ≤ V
υπόχωρος. Για κάθε g ∈ G, επειδή η G είναι αβελιανή, τότε η απεικόνιση

ρ(g) : V → V, v 7→ g · v

είναι οµοµορφισµός CG προτύπων. Από το Λήµµα του Schur έχουµε ότι ρ(g) = λidV . ΄Αρα, έχουµε ότι

g · U = ρ(g)(U) = λ · U ≤ U

΄Αρα, δείξαµε ότι κάθε υπόχωρος του V είναι G - αναλλοίωτος και αφού V είναι ανάγωγο καταλήγουµε
ότι dimV = 1.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι κάθε ανάγωγη αναπαράσταση της G είναι ανάγωγη. Γνωρίζουµε ότι το
πλήθος των κλασεων συζυγίας ℓ ισούται µε το πλήθος των ανάγωγων αναπαραστάσεων ρ1, . . . , ρℓ. ΄Οµως,
ισχύει ότι

|G| =
ℓ∑

i=1

dim ρ2i = ℓ

συνεπώς από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν |G| το πλήθος κλάσεις συζυγίας, άρα
αναγκαστικά κάθε µια περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο και η G είναι αβελιανή. ■

΄Ασκηση 8

΄Εστω χ χαρακτήρας της G, όπου χ(g) = 0 για κάθε g ̸= 1. ∆είξτε ότι χ = mχreg, όπου χreg ο
χαρακτήρας της κανονικής αναπαράστασης της G.

Λύση. ΄Αµεσο. ■

΄Ασκηση 9

∆είξτε ότι η µοναδικές µοναδιάστατες αναπαραστάσεις της Sn είναι η τετριµµένη και η αναπα-
ϱάσταση πρόσηµο.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι οι 1-διάστατες αναπαραστάσεις µια οµάδας G είναι σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε
τις 1-διάστατες αναπαραστάσεις τις Gab = Sn/[Sn, Sn]. Αποδεικνύεται ότι

[Sn, Sn] = An

Συνεπώς, Gab = Z2 και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο. ■

΄Ασκηση 10

∆ίνεται CG - πρότυπο V και W ≤ V ένας CG - υπόχωρος. ∆είξτε ότι

V ∼=W ⊕ V/W
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Λύση. Θεωρούµε την φ : V → V/W , η οποία είναι επιµορφισµός CG - προτύπων µε kerπ = W και
Imφ = V/W , όπου είναι ένα CG - πρότυπο. Από γνωστό ϑεώρηµα της Γ.Α. έχουµε το Ϲητούµενο. ■

΄Ασκηση 11

∆ίνεται ανάγωγη αναπαράσταση ρ : GL(V ).

(α) Αν dimC V ≥ 2 και v ∈ V δείξτε ότι
∑
g∈G

gv = 0.

(ϐ) Αν g ∈ Z(G), δείξτε ότι ρ(g) = ζ · IdV , όπου ζ είναι µια ϱίζα της µονάδας.

Λύση. (α) Αφού ρ είναι ανάγωγη και µη ισόµορφη µε την τετριµµένη αναπαράσταση, χρησιµοποιήστε
ότι

⟨χtr, χρ⟩ = 0

(ϐ) Αφού g ∈ Z(G), µπορεί να δειχθεί ότι η ρ(g) είναι οµοµορφισµός CG - προτύπων, συνεπώς από
το Λήµµα του Schur έχουµε ότι ρ(g) = λ · IdV µε λ ̸= 0. Αν o(g) = m, τότε παρατηρήστε ότι

In = ρ(1) = ρ (gm) = (ρ(g))m = λm · In

άρα λ είµαι µια m - οστή ϱίζα της µονάδας.
■

΄Ασκηση 12

Θεωρούµε αναπαράσταση ρ : G → GL(V ) διάστασης d µε χαρακτήρα χ. ∆είξτε ότι χ(g) = d, για
κάθε g ∈ G αν και µόνο αν ρ(g) είναι ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός του V , για κάθε g ∈ G.

Λύση. Αν ρ(g) είναι ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός του V , για κάθε g ∈ G, η µία κατεύθυνση είναι άµεση.
Αρχικά µπορούµε να δείξουµε ότι χ(g) = d · ζg, όπου ζg είναι µια ϱίζα της µονάδας. Μάλιστα, αφού

χ(g) = d, αποδεικνύεται ότι αν λ1g, . . . , λdg οι ιδιοτιµές του ρ(g), τότε

λig = ζg

Αφού ρ(g)o(g) = Id, τότε έχουµε ότι ρ(g) είναι διαγωνίσιµη και µάλιστα ρ(g) = ζg · Id. Αφού ζg = 1
(χ(g) = d = dζg), τότε έχουµε το Ϲητούµενο. ■
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΄Ασκηση 13

(α) Ταξινοµήστε (ως προς ισοµορφισµό) όλες τις ηµιαπλές C - άλγεβρες διάστασης 10. Μπορεί
κάθε µία από αυτές να προκύψει ως άλγεβρα οµάδας CG µιας οµάδας G τάξης 10 ;

(ϐ) Υπάρχει πεπερασµένη οµάδα G ∼= Z10 τέτοια ώστε CG ∼= CZ10 ;

(γ) Από εδώ και στο εξής, ϑεωρούµε την διεδρική οµάδα

D10 =
〈
r, s | r5 = s2 = (sr)2 = 1

〉
που είναι η οµάδα συµµετριών του κανονικού πενταγώνου. Οι κλάσεις συζηγίας της D10

είναι :
{1} ,

{
s, sr, sr2, sr3, sr4

}
,
{
r, r4

}
,
{
r2, r3

}
i. ∆είξτε ότι η απεικόνιση

ρ : D10 → GL2(C), ρ(r) =

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
ρ(s) =

(
cosϑ sinϑ
sinϑ − cosϑ

)
όπου ϑ = 2π/5 είναι αναπαράσταση της D10.

ii. ∆είξτε ότι η παραπάνω αναπαράσταση είναι ανάγωγη.

iii. Κατασκεύαστε τον πίνακα χαρακτήρων της D10.

iv. Χρησιµοποιώντας τον πίνακα χαρακτήρων της D10 ϐρείτε τις κανονικές υποοµάδας της
D10.

v. ΄Εστω µια αναπαράσταση της D10 στο C µε χαρακτήρα χ. ∆είξτε ότι αν χ(s) = 0, τότε
χ(1) είναι άρτιος.

vi. Είναι η D10 επιλύσιµη ;

Λύση. (α) Αν R µια C - ηµιαπλή άλγεβρα τότε από το Θεώρηµα Weddeburn - Artin έχουµε ότι

R ∼= Mn1(C)× · · · ×Mnr(C)

Συνεπώς, έχουµε ότι
n21 + · · ·+ n2r = 10

΄Αρα, έχουµε ότι

n1 = · · · = n10 = 1 ή n1 = n2 = 2 και n3 = n4 = 1 ή n1 = 3 και n2 = 1

΄Αρα, υπάρχουν τρεις C - ηµιαπλές άλγεβρες ως προς ισοµορφισµό. Τώρα, οι µοναδικές οµάδες
τάξης 10 (ως προς ισοµορφισµό) είναι οι

Z10 και D10

Η πρώτη περίπτωση ηµιαπλή άλγεβρα είναι ισόµορφη µε την άλγεβρα CZ10. Εφόσον, η D10 έχει 4
κλάσεις συζυγίας, τότε η CD10 έχει 4 ανάγωγες αναπαραστάσεις 2 διάστασης 1 και 2 διάστασης 2
(ϑα το δείξουµε στα παρακάτω ερωτήµατα), συνεπώς η δεύτερη περίπτωση είναι ισόµορφη µε την
CD10.

(ϐ) Για να ισχύει ότι CG ∼= CZ10, ϑα πρέπει να ισχύει ότι κάθε ανάγωγη αναπαράσταση της CG ∼=
είναι 1-διάστατη, δηλαδή G να είναι αβελιανή. Η µόνη αβελιανή τάξης 10 είναι η Z10, συνεπώς δεν
υπάρχει G µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες.
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(γ) i. ΄Αµεσο. ii.Αρχικά ϑα ϐρούµε τις 1-διάστατες αναπαραστάσεις της D10. ΄Αρα, αναγόµαστε τις
1-διάστατες αναπαραστάσεις της

(D10)ab =
〈
r, s | r5 = s2 = (sr)2 = 1, sr = rs

〉
=
〈
s | s2 = 1

〉
= Z2

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι οι 1-διάστατες αναπαραστάσεις της D10 είναι η

ρ1(r) = 1 και ρ2(s) = 1

και
ρ2(r) = 1 και ρ2(s) = −1

Αρχικά για της ρ έχει ότι

χρ(1) = 2, χρ(r) = 2 cosϑ, χρ(s) = 0, χρ

(
r2
)
= 2 cos2 ϑ− 2 sin2 ϑ

Αν η ρ δεν είναι ανάγωγη τότε είναι της µορφής

ρ = ρi ⊕ ρj

i, j = 1, 2. Τότε, µάλιστα ϑα ίσχυε ότι

χρ = χρ1 + χρ2

Συνδυάζοντας τα παραπάνω τότε καταλήγουµε σε άτοπο.

iii. Η D10 έχει 4 κλάσεις συζυγίας, άρα 4 ανάγωγες αναπαραστάσεις. Εφόσον γνωρίζουµε τις
3, µέσω των σχέσεων ορθογωνιότητας, ϑα κατασκευάσουµε τον πίνακα χαρακτήρων της D10.
Αρχικά έχουµε ότι

10 = |D10| =
4∑

i=1

dim ρ2i = 6 + dim ρ24 ⇒ dim ρ4 = 2

D10 1 s r r2

χ1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1

χ3 = χρ 2 0 −1+
√
5

2
−1−

√
5

2

χ4 2 a b c

Από τις σχέσεις ⟨χ4, χi⟩ = 0 για i = 1, 2, 3 προκύπτει το παρακάτω σύστηµα

a+ 2b+ 2c = −2

− a+ 2b+ 2c = −2

2b

(
−1 +

√
5

2

)
+ 2c

(
−1−

√
5

2

)
= −4

Από όπου προκύπτει ότι

a = 0 b =
−1−

√
5

2
c =

1 =
√
5

2

΄Αρα, ο Ϲητούµενος πίνακας χαρακτήρων είναι ο

D10 1 s r r2

χ1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1

χ3 = χρ 2 0 −1+
√
5

2
−1−

√
5

2

χ4 2 0 −1−
√
5

2
−1+

√
5

2
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iii. Αν Ni = kerχi, τότε έχουµε ότι

N1 = D10, N2 = ⟨r⟩ , N3 = N4 = {1}

Κάθε κανονική υποοµάδα της D10 είναι τοµή των παραπάνω υποοµάδων, συνεπώς οι µονα-
δικές κανονικές υποοµάδες της D10 είναι οι παραπάνω.

v. Ο χαρακτήρας χ γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των χ1, . . . , χ4 εποµένως

χ = n1χ1 + n2χ2 + n3χ3 + n4χ4

΄Εχουµε ότι

χ(s) = 0 ⇔
4∑

i=1

χi(s) = 0 ⇔ n1 = n2 = n

΄Αρα, έχουµε ότι

χ1 =
4∑

i=1

χi(s) = 2n+ 2n3 + 2n4

άρα έχουµε το Ϲητούµενο.

vii. Αφού |D10| = 2 · 5, από το Θεώρηµα του Burnside, είναι επιλύσιµη.
■
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