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Ο Ευκλείδειος Χώρος Rn
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Κεφάλαιο 1

Ο Ευκλείδειος χώρος Rn, ακολουθίες
και στοιχεία τοπολογίας

1.1 Ασκήσεις

1.1 Αποδείξτε την ανισότητα του Cauchy-Schwarz : Για x, y ∈ Rn ισχύει ότι |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. ∆είξτε ότι
η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα διανύσµατα x και y είναι συγγραµµικά.

1.2 Αποδείξτε την τριγωνική ανισότητα: Για x, y ∈ Rn, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.Αποδείξτε ότι η ισότητα
ισχύει αν και µόνο αν y = λx ή x = λy για κάποιο λ ∈ R, λ ≥ 0.Επίσης αποδείξτε τις ακόλουθες
παραλλαγές της τριγωνικής ανισότητας :

(αʹ) Για x, y, z ∈ Rn, ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ ,

(ϐʹ) Για x, y ∈ Rn, |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

1.3 Αποδείξτε την ταυτότητα ‖‖x‖2y − 〈x, y〉x‖2 = ‖x‖2(‖x‖2‖y‖2 − |〈x, y〉|2) για x, y ∈ Rn.

1.4 Αποδείξτε την ταυτότητα του Lagrange : Για x = (x1, x2, · · · , xn) και y = (y1, y2, · · · , yn) στον Rn
ισχύει :

‖x‖2‖y‖2 − (〈x, y〉)2 =
∑

1≤i,j≤n

(xjyi − xiyj)2.

1.5 Αποδείξτε ότι για τα δύο διανύσµατα ~u = (a1, a2, · · · , an) και ~v = (b1, b2, · · · , bn) στο χώρο Rn, το
εµβαδόν του παραλληλογράµµου που παράγεται από τα ~u,~v δίνεται από τον τύπο :

E =
√
‖~u‖2‖~v‖2 − (〈~u,~v〉)2 =

√√√√ ∑
1≤i,j≤n

[
det

[
aj ak
bj bk

] ]2

1.6 Αποδείξτε ότι για τα τρία διανύσµατα ~u = a1
~i+ a2

~j + a3
~k, ~v = b1~i+ b2~j + b3~k, ~w = c1~i+ c2~j + c3~k

στον χώρο R3,ο όγκος του παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ~u,~v, ~w, είναι η απόλυτη τιµή της
ορίζουσας των διανυσµάτων:

V = |det

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 |
1.7 ∆είξτε ότι η απόσταση του σηµείου (a, b, c) από το επίπεδο Ax+By+Cz+D = 0 είναι |Aa+Bb+Cc+D|√

A2+B2+C2
.
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1.8 Υπολογίστε το όριο κάθε µιας από τις επόµενες ακολουθίες-του k →∞ − στις περιπτώσεις που αυτό
υπάρχει :

(αʹ) ak = ( k−1
2k+1 ,

2k2−1√
3k4+k3+1

)

(ϐʹ) ak = ((−1)k k−1
2k+1 ,

k2−1
k3+1 )

(γʹ) ak = ( 1
k , k)

(δʹ) ak = ( cos k
k ,

k√
k

k√2−sin k
)

(εʹ) ak = ( 1
k ,

k
√
k!)

(ϛʹ) ak = ( 1
k , (−1)kk)

1.9 Αν λk είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών και η ακολουθία (λk, kλk) είναι συγκλίνουσα στον
R2, δείξτε ότι λk → 0.

1.10 Αν η ακολουθία (ak)k∈N συγκλίνει στο σηµείο p τουRn και η ακολουθία (bk)k∈N συγκλίνει στο σηµείου
q του Rn και αν p 6= q δείξτε ότι η ακολουθία a1, b1, a2, b2, a3, b3, · · · δεν είναι συγκλίνουσα.

1.11 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:

1.1.1. Κάθε ϕραγµένη ακολουθία στον Rn έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες.

1.12 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:

1.1.2. Μια ακολουθία στον Rn είναι συγκλίνουσα αν και µόνο αν είναι ακολουθία Cauchy.

1.13 ΄Εστω F ⊂ Rn.Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία xk ∈ F η οποία
συγκλίνει σε κάποιο σηµείο x ∈ Rn, έπεται ότι x ∈ F .

1.14 ΄Εστω ότι F1 ⊃ F2 ⊃ F3 · · · είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών κλειστών και ϕραγµένων υποσυ-

νόλων του Rn.Αποδείξτε ότι τότε η τοµή τους είναι επίσης µη κενή:
∞⋂
i=1

Fi 6= ∅.

1.15 Σηµεία συσσώρευσης και σηµεία επαφής: ΄Εστω A υποσύνολο του Rn.Το σηµείο p ∈ Rn λέγεται
σηµείο συσσώρευσης του συνόλου A αν για κάθε ε > 0,η µπάλα B(p, ε) περιέχει ένα τουλάχιστον
σηµείο του A διαφορετικό από το p, δηλαδή B(p, ε)∩A−{p} 6= ∅.Θα γράφουµε δε τότε ότι p ∈ A′.΄Ενα
σηµείο του συνόλου A το οποίο δεν είναι σηµείο συσσωρευσής του λέγεται ότι είναι µεµονωµένο
σηµείο του A.Το σηµείο p ∈ Rn λέγεται σηµείο επαφής του συνόλου A αν για κάθε ε > 0, η µπάλα
B(p, ε) περιέχει ένα τουλάχιστον σηµείο του A, δηλαδή B(p, ε) ∩ A 6= ∅.Θα γράφουµε δε τότε ότι
p ∈ Ā.

Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες.

(αʹ) Το σηµείο p ∈ A′ αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία σηµείων ak ∈ A− {p} µε ak → p.
(ϐʹ) Το σηµείο p ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία σηµείων ak ∈ A µε ak → p.
(γʹ) Για κάθε σύνολο A, Ā = A ∪A′.
(δʹ) Αν p ∈ A′ τότε για κάθε ε > 0, το σύνολο B(p, ε) ∩A είναι άπειρο.
(εʹ) Το σύνολο Ā είναι κλειστό, µάλιστα δε είναι το ελάχιστο κλειστό σύνολο που περιέχει το A,

δηλαδή Ā =
⋂
{F ⊂ Rn : F κλειστό και F ⊃ A}.

(ϛʹ) Το σύνολο A′ είναι πάντοτε κλειστό.

1.16 ∆είξτε ότι A ∪B = Ā ∪ B̄. Είναι σωστό ότι A ∩B = Ā ∩ B̄ ;

1.17 Υπάρχει ακολουθία ak στον χώρο Rn τέτοια ώστε για κάθε σηµείο x του Rn να υπάρχει υπακολουθία
της ak η οποία να συγκλίνει στο x;
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1.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

1.1 Αποδείξτε την ανισότητα του Cauchy-Schwarz : Για x, y ∈ Rn ισχύει ότι |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. ∆είξτε ότι
η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν τα διανύσµατα x και y είναι συγγραµµικά.

Υπόδειξη. Θεωρούµε x, y ∈ Rn και λ ∈ R.Τότε παρατηρήστε ότι :

0 ≤ ‖x− λy‖2 ⇔ 0 ≤ 〈x− λy, x− λy〉 ⇔ 0 ≤ ‖x‖2 − 2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2 ,

όπου προκύπτει το παραπάνω τριώνυµο ως προς λ.΄Ετσι πρέπει να ισχύει το εξής :

∆ ≤ 0⇔ (〈x, y〉)2 ≤ ‖x‖2‖y‖2 ⇔ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ .

Τέλος παρατηρήστε ότι η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν ‖x− λy‖ = 0⇔ x = λy. �

1.2 Αποδείξτε την τριγωνική ανισότητα: Για x, y ∈ Rn, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.Αποδείξτε ότι η ισότητα
ισχύει αν και µόνο αν y = λx ή x = λy για κάποιο λ ∈ R, λ ≥ 0.Επίσης αποδείξτε τις ακόλουθες
παραλλαγές της τριγωνικής ανισότητας :

(αʹ) Για x, y, z ∈ Rn, ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ ,

(ϐʹ) Για x, y ∈ Rn, |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

Υπόδειξη. Θεωρούµε διανύσµατα x, y ∈ Rn.Υπολογίζουµε λοιπόν ως εξής :

(‖x+ y‖)2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 ,

όπου η ανισότητα ϐασίζεται στο αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 1.1. Επίσης παρατηρήστε ότι η ισότητα
ισχύει αν και µόνο αν 〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖, δηλαδή από ΄Ασκηση 1.1, αν και µόνο αν x = λy ή y = λx για
λ ≥ 0. Τώρα ας εξετάσουµε διάφορες παραλλαγές της τριγωνικής ανισότητας :

(αʹ) Θεωρούµε x, y, z ∈ Rn και υπολογίζουµε ως εξής :

‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ .

(ϐʹ) Θεωρούµε x, y ∈ Rn και υπολογίζουµε ως εξής :

‖x‖ = ‖x− y + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ ⇔ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖ .

Οµοίως δείχνουµε ότι ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x− y‖, άρα συµπεραίνουµε ότι ισχύει το εξής :

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

�

1.3 Αποδείξτε την ταυτότητα ‖‖x‖2y − 〈x, y〉x‖2 = ‖x‖2(‖x‖2‖y‖2 − |〈x, y〉|2) για x, y ∈ Rn.

Υπόδειξη. Θεωρούµε διανύσµατα x, y ∈ Rn και υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

‖‖x‖2y − 〈x, y〉x‖2 = 〈‖x‖2y − 〈x, y〉x, ‖x‖2y − 〈x, y〉x〉

‖y‖2‖x‖4 − ‖x‖2|〈x, y〉|2 = ‖x‖2(‖x‖2‖y‖2 − |〈x, y〉|2) .

�



10

1.4 Αποδείξτε την ταυτότητα του Lagrange : Για x = (x1, x2, · · · , xn) και y = (y1, y2, · · · , yn) στον Rn
ισχύει :

‖x‖2‖y‖2 − (〈x, y〉)2 =
∑

1≤i,j≤n

(xjyi − xiyj)2 .

Υπόδειξη. Θεωρούµε διανύσµατα x = (x1, · · · , xn) και y = (y1, · · · , yn) στον Rn.Υπολογίζουµε δια-
δοχικά ως εξής :

‖x‖2‖y‖2 =

n∑
k=1

x2
k

n∑
k=0

y2
k =

n∑
i

n∑
j=1

x2
i y

2
j =

n∑
k=1

x2
ky

2
k +

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

x2
i y

2
j +

n−1∑
j=1

n∑
i=j+1

x2
i y

2
j (1.1)

επίσης έχουµε το εξής :

(〈x, y〉)2 =

(
n∑
k=1

akbk

)2

=

n∑
k=1

a2
kb

2
k + 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aibiajbj (1.2)

Επίσης παρατηρήστε το εξής :

∑
1≤i<j≤n

(xjyi − xiyj)2 =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(xiyj − xjyi)2 =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(x2
i y

2
j + x2

jy
2
i − 2xiyjxjyi) (1.3)

δηλαδή προκύπτει το εξής :

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(xiyj − xjyi)2 =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

x2
i y

2
j +

n−1∑
j=1

n∑
i=j+1

x2
i y

2
j − 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

xiyixjyj (1.4)

Αφαιρώντας λοιπόν τις σχέσεις 1.1 και 1.2 προκύπτει η σχέση 1.4, δηλαδή το Ϲητούµενο αποτέλεσµα
�

1.5 Αποδείξτε ότι για τα δύο διανύσµατα ~u = (a1, a2, · · · , an) και ~v = (b1, b2, · · · , bn) στο χώρο Rn, το
εµβαδόν του παραλληλογράµµου που παράγεται από τα ~u,~v δίνεται από τον τύπο :

E =
√
‖~u‖2‖~v‖2 − (〈~u,~v〉)2 =

√√√√ ∑
1≤i,j≤n

[
det

[
aj ak
bj bk

] ]2

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι αν ~u = (a1, · · · , an), ~v = (b1, · · · bn) ∈ Rn το εµβαδόν που παράγεται από
τα ~u,~v ισούται µε ‖~u‖‖~v‖ sin θ, όπου θ η ’ γωνία ’ που σχηµατίζουν τα ~u,~v.΄Αρα υπολογίζουµε ως εξής
:

(Εµβ(~u,~v))2 = ‖~u‖2‖~v‖2 sin2(θ) = ‖~u‖2‖~v‖2 − ‖~u‖2‖~v‖2 cos2(θ)

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι Εµβ(~u,~v) =
√
‖~u‖2‖~v‖2 − 〈~u,~v〉2 ή από την ΄Ασκηση 1.4 προκύπτει

Εµβ(~u,~v) =

√√√√ ∑
1≤i,j≤n

[
det

[
aj ak
bj bk

] ]2

.

�
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1.6 Αποδείξτε ότι για τα τρία διανύσµατα ~u = a1
~i+ a2

~j + a3
~k, ~v = b1~i+ b2~j + b3~k, ~w = c1~i+ c2~j + c3~k

στον χώρο R3,ο όγκος του παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ~u,~v, ~w, είναι η απόλυτη τιµή της
ορίζουσας των διανυσµάτων:

V = |det

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 |
Υπόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, παρατηρούµε γεωµετρικά το παραλληλεπίπεδο που πα-
ϱάγουν τα διανύσµατα u, v, w.

~u

~v

~w

~v × w

΄Ετσι αν θ η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα v × w και u το ύψος του παραλληλεπιπέδου είναι
η προβολή του u στο v × w.Γνωρίζουµε ότι ο όγκος του παραλληλεπιπέδου υπολογίζεται ως εξής :
V (~u,~v, ~w) = Εµβαδόν ϐάσης · ύψος = |‖~v × ~w‖ · ‖c‖ cos θ| = |(~v × ~w) · ~u|, όπου γνωρίζουµε ότι

|(~v × ~w) · ~u|| = |det

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 |, δηλαδή το Ϲητούµενο.

Σηµείωση. Για το µεικτό γινόµενο ισχύει (~v× ~w) ·~u = det

b1 b2 b3
c1 c2 c3
a1 a2 a3

, όµως µέσω γραµµοπράξεων

στο παραπάνω πίνακα και λόγω της απόλυτης τιµής έχουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. �

1.7 ∆είξτε ότι η απόσταση του σηµείου (a, b, c) από το επίπεδο Ax+By+Cz+D = 0 είναι |Aa+Bb+Cc+D|√
A2+B2+C2

.

Υπόδειξη. ΄Εστω (Π) : Ax+By+Cz +D = 0 επίπεδο και σηµείο A = (a, b, c).΄Εστω P = (x0, y0, z0)
η προβολή του A στο επίπεδο (Π), δηλαδή Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.Παρατηρήστε το εξής :

Aa+Bb+ Cc+D = A(a− x0) +B(b− y0 + C(c− z0) (1.5)

΄Ετσι από τη παραπάνω σχέση προκύπτει το εξής :

|Aa+Bb+ Cc+D| = A(a− x0) +B(b− y0 + C(c− z0) = |〈~̀, ~AP 〉| = ‖~̀‖d ,
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όπου ` = (A,B,C), το οποίο είναι κάθετο στο (Π), και d = ‖ ~AP‖ η Ϲητούµενη απόσταση.΄Ετσι λοιπόν
συµπεραίνουµε το εξής :

d =
|Aa+Bb+ Cc+D|√

A2 +B2 + C2
.

�

1.8 Υπολογίστε το όριο κάθε µιας από τις επόµενες ακολουθίες-του k →∞ − στις περιπτώσεις που αυτό
υπάρχει :

(αʹ) ak = ( k−1
2k+1 ,

2k2−1√
3k4+k3+1

)

(ϐʹ) ak = ((−1)k k−1
2k+1 ,

k2−1
k3+1 )

(γʹ) ak = ( 1
k , k)

(δʹ) ak = ( cos k
k ,

k√
k

k√2−sin k
)

(εʹ) ak = ( 1
k ,

k
√
k!)

(ϛʹ) ak = ( 1
k , (−1)kk)

Υπόδειξη. Για να εξετάσουµε τη σύγκλιση των παρακάτω ακολουθιών αρκεί να εξετάσουµε τη σύγκλιση
των ακολουθιών κατά συντεταγµένη.

(αʹ) Παρατηρούµε ότι για k → ∞ ισχύει ότι k−1
2k+1 →

1
2 και 2k2−1√

3k4+k3+1
→ 2√

3
, άρα συµπεραίνουµε

ότι ak → ( 1
2 ,

2√
3
).

(ϐʹ) Η ak δεν συγκλίνει, αφού αν bk = (−1)k k−1
2k+1 , τότε b2k →

1
2 και b2k−1 → − 1

2 .

(γʹ) Η ak δεν συγκλίνει, αφού ισχύει ότι bk = k →∞.

(δʹ) ΄Εχουµε ότι cos k
k < 1

k , άρα είναι σαφές ότι cos k
k → 0.Επίσης γνωρίζουµε ότι k

√
k → 1, για

k → ∞.Τέλος αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι k
√

2− sin k → 1.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι
ak → (0, 1).

(εʹ) Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι k
√
k! → ∞.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία ak

αποκλίνει.

(ϛʹ) Στο ερώτηµα (γ΄) δείξαµε ότι |ak| αποκλίνει, άρα είναι σαφές ότι και η ak αποκλίνει.

�

1.9 Αν λk είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών και η ακολουθία (λk, kλk) είναι συγκλίνουσα στον
R2, δείξτε ότι λk → 0.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι η ακολουθία (λk, kλk) συγκλίνει, άρα υπάρχουν a, b ∈ R µε (λk, kλk) →
(a, b).΄Ετσι παρατηρήστε ότι λk = kλk

k → b · 0 = a.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι λk → 0. �

1.10 Αν η ακολουθία (ak)k∈N συγκλίνει στο σηµείο p τουRn και η ακολουθία (bk)k∈N συγκλίνει στο σηµείου
q του Rn και αν p 6= q δείξτε ότι η ακολουθία a1, b1, a2, b2, a3, b3, · · · δεν είναι συγκλίνουσα.

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι η ακολουθία xk = (a1, b1, a2, · · · ) συγκλίνει.Τότε υπάρχει x ∈ Rn, ώστε να ισχύει
lim
k→∞

xk = x.Παρατηρήστε ότι lim
k→∞

x2k−1 = lim
k→∞

ak = x = p και lim
k→∞

x2k = lim
k→∞

bk = x = q. ΄Ετσι
συµπεραίνουµε ότι p = x = q, δηλαδή οδηγούµαστε σε άτοπο. �

1.11 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:
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1.2.1. Κάθε ϕραγµένη ακολουθία στον Rn έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες.

Υπόδειξη. ΄Εστω xm = (xm(1), · · · , xm(n)) ακολουθία στον Rn. Αν η (xm) είναι ϕραγµένη, τότε η
(xm(1)) είναι ϕραγµένη ακολουθία στο R. Από το αντίστοιχο αποτέλεσµα στο R, έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία (xkm(1)) : xkm(1) → x1. Η υπακολουθία (xkm) της (xm) έχει λοιπόν συγκλίνουσα
πρώτη συντεταγµένη. Η (xkm(2)) είναι ϕραγµένη ακολουθία στο R, άρα έχει συγκλίνουσα υπακο-
λουθία (xkλm )(2)) : xkλm (2) → x(2).Παρατηρήστε ότι xkλm (1) → x(1), διότι η xkm(1) → x1 και
η (xkλm )(1)) είναι υπακολουθία της xkm(1).Αρα, η υπακολουθία (xkλm ) έχει συγκλίνουσα πρώτη
και δεύτερη συντεταγµένη. Συνεχίζοντας µε παρόµοιο τρόπο µέχρι την n-οστή συντεταγµένη και
παίρνοντας n διαδοχικές υπακολουθίες της (xm) ϐρίσκουµε υπακολουθία της η οποία έχει κάθε συ-
ντεταγµένη της συγκλίνουσα. Γνωρίζουµε ότι η σύγκλιση ακολουθίας στον Ευκλείδειο χώρο είναι
ισοδύναµη µε τη σύγκλιση κατά συντεταγµένη, συνεπώς η (xm) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. �

1.12 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:

1.2.2. Μια ακολουθία στον Rn είναι συγκλίνουσα αν και µόνο αν είναι ακολουθία Cauchy.

Υπόδειξη. Αν µια ακολουθία είναι συγκλίνουσα αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη να δείξει ότι είναι
ϐασική. Αντίστροφα, αν µια ακολουθία (xn) είναι ϐασική είναι και ϕραγµένη, άρα από την ΄Ασκηση
1.11 έχει συγκλίνουσα υποκολουθία.Αφού η ακολουθία (xn) είναι ϐασική και έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία, τότε συγκλίνει. �

1.13 ΄Εστω F ⊂ Rn.Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία xk ∈ F η οποία
συγκλίνει σε κάποιο σηµείο x ∈ Rn, έπεται ότι x ∈ F .

Υπόδειξη. ΄Εστω F ⊂ Rn κλειστό και υποθέτουµε ότι υπάρχει (xk) ⊆ F µε xk → x και x ∈ F c.΄Εστω
ε > 0, τότε υπάρχει k0(ε) ∈ N, ώστε για κάθε k ≥ k0 ισχύει ότι ‖xk − x‖ < ε.΄Οµως αφού το
F είναι κλειστό έπεται ότι το F c είναι ανοικτό και αφού x ∈ F c ισχύει ότι υπάρχει r > 0 ώστε
B(x, r) ⊆ F c.΄Ετσι υπάρχει k0(r) ώστε για κάθε k ≥ k0 ισχύει ότι xk ∈ B(x, r) ⊆ F c το οποίο είναι
άτοπο.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε ακολουθία xk ∈ F η οποία συγκλίνει σε κάποιο σηµείο x ∈ Rn, έπεται
ότι x ∈ F και F δεν είναι κλειστό, δηλαδή F c δεν είναι ανοικτό.Υπάρχει λοιπόν x ∈ F c, όπου για
κάθε ε > 0 : B(x, ε) 6⊆ F c.Για ε = 1, 1

2 , · · · επαγωγικά ορίζουµε (xk) ⊆ F µε ‖xk − x‖ < 1
n .΄Ετσι

συµπεραίνουµε ότι xk → x και από την αρχική υπόθεση έπεται ότι x ∈ F το οποίο είναι άτοπο. �

1.14 ΄Εστω ότι F1 ⊃ F2 ⊃ F3 · · · είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών κλειστών και ϕραγµένων υποσυ-

νόλων του Rn.Αποδείξτε ότι τότε η τοµή τους είναι επίσης µη κενή:
∞⋂
i=1

Fi 6= ∅.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι Fj 6= ∅ για κάθε j = 1, 2, · · · έτσι για κάθε j υπάρχει xj ∈ Fj .΄Ετσι επαγω-
γικά κατασκευάζεται ακολουθία (xn) µε xk ∈ Fk.΄Εχουµε ότι (xn) ⊆ F1 το οποίο είναι ϕραγµένο,
άρα από την ΄Ασκηση 1.11 υπάρχει (xkn) υπακολουθία της (xn) µε xkn → x ∈ Rn.Θα δείξουµε

ότι x ∈
∞⋂
i=1

Fi.Πράγµατι αν m ∈ N, τότε (xkn+m) ⊆ Fkn+m ⊆ Fm και xkn+m → x ως υπακολου-

ϑία της (xkn).΄Οµως το Fm είναι κλειστό, άρα από την ΄Ασκηση 1.13 έχουµε ότι x ∈ Fm.Συνεπώς

συµπεραίνουµε ότι x ∈
∞⋂
i=1

Fi, δηλαδή ισχύει ότι
∞⋂
i=1

Fi 6= ∅. �
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1.15 Σηµεία συσσώρευσης και σηµεία επαφής: ΄Εστω A υποσύνολο του Rn.Το σηµείο p ∈ Rn λέγεται
σηµείο συσσώρευσης του συνόλου A αν για κάθε ε > 0,η µπάλα B(p, ε) περιέχει ένα τουλάχιστον
σηµείο του A διαφορετικό από το p, δηλαδή B(p, ε)∩A−{p} 6= ∅.Θα γράφουµε δε τότε ότι p ∈ A′.΄Ενα
σηµείο του συνόλου A το οποίο δεν είναι σηµείο συσσωρευσής του λέγεται ότι είναι µεµονωµένο
σηµείο του A.Το σηµείο p ∈ Rn λέγεται σηµείο επαφής του συνόλου A αν για κάθε ε > 0, η µπάλα
B(p, ε) περιέχει ένα τουλάχιστον σηµείο του A, δηλαδή B(p, ε) ∩ A 6= ∅.Θα γράφουµε δε τότε ότι
p ∈ Ā.

Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες.

(αʹ) Το σηµείο p ∈ A′ αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία σηµείων ak ∈ A− {p} µε ak → p.

(ϐʹ) Το σηµείο p ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία σηµείων ak ∈ A µε ak → p.

(γʹ) Για κάθε σύνολο A, Ā = A ∪A′.
(δʹ) Αν p ∈ A′ τότε για κάθε ε > 0, το σύνολο B(p, ε) ∩A είναι άπειρο.

(εʹ) Το σύνολο Ā είναι κλειστό, µάλιστα δε είναι το ελάχιστο κλειστό σύνολο που περιέχει το A,
δηλαδή Ā =

⋂
{F ⊂ Rn : F κλειστό και F ⊃ A}.

(ϛʹ) Το σύνολο A′ είναι πάντοτε κλειστό.

Υπόδειξη. (αʹ) Θεωρούµε p ∈ A′, δηλαδή για κάθε ε > 0 ισχύει B(p, ε)∩A−{p} 6= ∅.Για ε = 1, 1
2 , · · ·

επαγωγικά κατασκευάζεται (ak) ⊆ A− {p} µε ‖ak − p‖ < 1
n , δηλαδή ισχύει ότι ak → p.

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει (ak) ⊆ A − {p} µε ak → p.΄Ετσι για κάθε ε > 0 υπάρχει k0 ∈ N,
ώστε ‖ak0 − p‖ < ε ισοδύναµα ak0 ∈ B(p, ε).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι για κάθε ε > 0 : B(x, p)∩
A− {p} 6= ∅ ⇔ p ∈ A′.

(ϐʹ) Το Ϲητούµενο αποδεικνύεται όµοια µε το (α΄).

(γʹ) Είναι άµεσο ότι A ⊆ A και A′ ⊆ A, άρα έχουµε ότι A′ ∪A ⊂ A.

Αντίστροφα, έστω x ∈ A και x /∈ A.΄Ετσι έχουµε πως για κάθε ε > 0 : B(x, ε) ∩ A 6= ∅ ⇔
B(x, ε) ∩ A − {x} 6= ∅, δηλαδή ισχύει ότι x ∈ A′.΄Ετσι είναι σαφές ότι A ⊆ A′ ∪ A, δηλαδή το
Ϲητούµενο.

(δʹ) ΄Εστω p ∈ A′ και υποθέτουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε B(p, ε) ∩ A αν είναι πεπερασµένο.΄Εχουµε
p ∈ A′, άρα υπάρχει y ∈ B(p, ε)∩A µε y 6= p.Συνεπώς το σύνολο B(p, ε)∩A−{p} είναι µη κενό
και πεπερασµένο.Το σύνολο γράφεται ως εξής : B(p, ε) ∩ A − {p} = {y1, · · · , yk} και ορίζουµε
δ = min{‖p− yi‖, i = 1, 2, · · · , k}.΄Οµως p ∈ A′, άρα έχουµε ότι B(p, δ) ∩A− {p} 6= ∅ δηλαδή
υπάρχει z 6= p µε z ∈ B(p, δ) ∩ A − {p} ⊆ B(p, ε) ∩ A − {p}.΄Ετσι έχουµε ότι z = yi το οποίο
είναι άτοπο, αφού ‖z − p‖ < δ ≤ ‖p− yi‖.

(εʹ) Αρχικά ϑα δείξουµε ότι το A είναι κλειστό.΄Εστω (xn) ⊆ A µε xn → x ∈ Rn.Για ε = 1 αφού
x1 ∈ A έχουµε ότι υπάρχει a1 ∈ A µε ‖a1−x1‖ < 1.Επαγωγικά για ε = 1, 1

2 , · · · κατασκευάζεται
(an) ⊆ A µε ‖an − xn‖ < 1

n .Παρατηρήστε λοιπόν το εξής :

‖an − x‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖an − xn‖ < ‖xn − x‖+
1

n
→ 0 .

Από (ϐ΄) συµπεραίνουµε ότι x ∈ A και από ΄Ασκηση 1.11 έχουµε ότι το A είναι κλειστό.

Τώρα µεσω του παραπάνω αποτελέσµατος είναι σαφές ότι
⋂
{F ⊂ Rn : F κλειστό και F ⊃

A} ⊆ A.Τώρα έστω A ⊆ F κλέιστό και x ∈ A δηλαδή υπάρχει (xn) ∈ A ώστε xn → x.΄Οµως
(xn) ⊆ A ⊆ F µε xn → x και αφού το F είναι κλειστό από την ΄Ασκηση 1.11 έχουµε ότι
x ∈ F .΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι x ∈

⋂
{F ⊂ Rn : F κλειστό και F ⊃ A}, δηλαδή το Ϲητούµενο.
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(ϛʹ) Με ϐάση το αποτέλεσµα του (ε΄) αρκεί να δείξουµε ότι A′ ⊆ A′.΄Εστω x ∈ A′ δηλαδή για τυχόν
ε > 0 υπάρχει y ∈ B(x, ε) ∩ A′.Αφού B(x, ε) είναι ανοικτό σύνολο έχουµε ότι υπάρχει r > 0
µε B(y, r) ⊆ B(x, ε) και αφού y ∈ A′ τότε από το (δ΄) έχουµε ότι B(y, r) ∩ A είναι άπειρο
σύνολο.΄Ετσι υπάρχει a ∈ A µε a 6= x ώστε a ∈ B(y, r) ⊆ B(x, ε).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι
B(x, ε) ∩A− {x} 6= ∅ συνεπώς έχουµε ότι x ∈ A′.

�

1.16 ∆είξτε ότι A ∪B = Ā ∪ B̄. Είναι σωστό ότι A ∩B = Ā ∩ B̄ ;

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι A ⊆ A ∪ B ⊆ A ∪B και από την ΄Ασκηση 1.15 (ε΄) έχουµε ότι A ⊆ A ∪B.Με
όµοιο τρόπο δείχνουµε ότι B ⊆ A ∪B.΄Ετσι είναι σαφές ότι A∪B ⊆ A ∪B.Αφήνεται ως άσκηση στον
αναγνώστη να δείξει την αντίστροφη σχέση ’περιέχεσθαι’ . Το αντίστοιχο συµπέρασµα δεν είναι ισχύει
και για την τοµή δύο συνόλων.Για παράδειγµα παρατηρήστε ότι για A = Q και B = R − Q, τότε
έχουµε ότι A = B = R, δηλαδή A ∩B = R ενώ A ∩B = ∅. �

1.17 Υπάρχει ακολουθία ak στον χώρο Rn τέτοια ώστε για κάθε σηµείο x του Rn να υπάρχει υπακολουθία
της ak η οποία να συγκλίνει στο x ;
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Κεφάλαιο 2

΄Ορια και Συνέχεια

2.1 Ασκήσεις

2.1 Μελετήστε τα όρια :

(αʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2

(ϐʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2+y4

(γʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x−y

(δʹ) lim
(x,y)→(1,0)

x4+y4−1
x2+y2−1

(εʹ) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2

xy sin(x4 + y4)

(ϛʹ) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2√
x4+y4

(Ϲʹ) lim
(x,y)→(0,0)

ex
2+y2−x2−y2−1

(x2+y2)2

2.2 Αν lim
(x,y)→(0,0)

ax2+bxy+cy2

x2+y2 = 0, τί συµπέρασµα ϐγάζετε ; Οµοίως αν lim
(x,y)→(0,0)

ax3+bx2y+cxy2+dy3

(x2+y2)3/2
.

2.3 Θεωρήστε την συνάρτηση

f(x, y) =

{
x sin 1

y αν y 6= 0

0 αν y = 0
.

∆είξτε ότι το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) υπάρχει και είναι 0. Ακόµη τα µερικά όρια lim
x→0

f(x, y) υπάρχουν,

για κάθε y και είναι όλα 0. Αλλά τα µερικά όρια lim
y→0

f(x, y) δεν υπάρχουν για κανένα x 6= 0.

2.4 Θεωρήστε συνάρτηση

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
ορισµένη για (x, y) 6= (0, 0) .

∆είξτε ότι τα διαδοχικά όρια υπάρχουν και είναι ίσα : lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = 0, αλλά

το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει.

17
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2.5 Για x + y 6= 0, ορίστε την συνάρτηση f(x, y) = x−y
x+y (στα σηµεία όπου x + y = 0 µπορούµε να

δώσουµε οποιεσδήποτε τιµές). ∆είξτε lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = −1 ενώ lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 1, και το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει.

2.6 Αποδείξτε ότι αν f(x, y) είναι µια συνάρτηση δύο µεταβλητών x και y, ορισµένη για (x, y) ∈ Ω −
{(a, b)}, (όπου Ω είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του R2 και (a, b) ∈ Ω) και αν

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = ` και το µερικό όριο lim
x→a

f(x, y) υπάρχει (∀y 6= b)

τότε υπάρχει και το διαδοχικό όριο lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) και µάλιστα lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = `.

2.7 Είναι η συνάρτηση f(x, y) =

{ 1−cos(xy)
(x2+y2)2 αν (x, y) 6= (0, 0)

a αν (x, y) = (0, 0)
, συνεχής για κάποιο a ;

2.8 ∆είξτε ότι µια συνάρτηση f : A → Rn, ορισµένη πάνω σε ένα σύνολο A ⊆ Rn, είναι συνεχής αν και
µόνο αν για κάθε σύνολο F ⊆ Rm κλειστό στον Rm, έπεται ότι και το σύνολο f−1(F ) είναι κλειστό
στο A.

2.9 ∆είξτε ότι µια συνάρτηση f : A → Rn, ορισµένη πάνω σε ένα σύνολο A ⊆ Rn, είναι συνεχής αν και
µόνο αν για κάθε σύνολο U ⊆ Rm ανοικτό στον Rm, έπεται ότι και το σύνολο f−1(U) είναι ανοικτό
στο A.

2.10 Αποδείξτε τα ακόλουθα ϑεωρήµατα.

2.1.1. ΄Ενα υποσύνολο E του Rn είναι συµπαγές αν και µόνο αν κάθε ακολουθία σηµείων του E έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία, η οποία συγκλίνει µέσα στο E.

2.1.2. ΄Ενα σύνολο E ⊆ Rn είναι συµπαγές αν και µόνο αν κάθε άπειρο υποσύνολό του έχει ένα
τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης που να ανήκει µέσα στο σύνολο E.

2.1.3. ΄Εστω ότι E ⊆ Rn είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → Rm µια συνεχής συνάρτηση.Τότε
το σύνολο f(E) είναι συµπαγές υποσύνολο του Rm.∆ηλαδή, συνεχής εικόνα συµπαγούς συνόλου είναι
συµπαγές.

2.1.4. ΄Εστω ότι E ⊆ Rn είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → R µια συνεχής συνάρτηση.Τότε
υπάρχουν σηµεία p, q ∈ E ούτως ώστε f(q) ≤ f(x) ≤ f(p) για κάθε x ∈ E.∆ηλαδή η συνάρτηση f(x)
έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.Και ιδιαιτέρως, αν f(x) > 0 για κάθε x ∈ E, τότε inf{f(x) : x ∈ E} > 0.

2.1.5. ΄Εστω f : Rn → R µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn και
lim
‖x‖→∞

f(x) = 0.Τότε υπάρχει σηµείο p ∈ Rn ούτως ώστε f(p) = max{f(x) : για x ∈ Rn}.

2.11 Αποδείξτε ότι κάθε γραµµική συνάρτηση f : Rn → R είναι οµοιόµορφα συνεχής.

2.12 Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = x2, x ∈ R, δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

2.13 Αποδείξτε τα ακόλουθα ϑεωρήµατα.

2.1.6. ΄Εστω A ⊆ Rn.Μια συνάρτηση f : A→ Rm είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνο αν για κάθε
δύο ακολουθίες xk και yk από το σύνολο A µε ‖xk − yk‖ → 0 έπεται ότι |f(xk)− f(yk)| → 0.

2.1.7. ΄Εστω ότι E ⊆ Rm είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → Rm µια συνεχής συνάρτηση.Τότε η
συνάρτηση f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
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2.14 Για κάθε A ⊆ Rn, ϑεωρήστε την συνάρτηση φA : Rn → R που ορίζεται ως εξής :

φA(x) = dist(x,A) = inf{‖x− a‖ : a ∈ A}, x ∈ Rn .

Αποδείξτε ότι |φA(x) − φA(y)| ≤ ‖x − y‖ για κάθε x, y ∈ Rn. Ιδιαιτέρως η συνάρτηση φA : Rn → R
είναι συνεχής και µάλιστα οµοιόµορφα συνεχής.

2.15 ΄Εστω A ⊆ Rn. ∆είξτε ότι p ∈ A αν και µόνο αν dist(p,A) = 0.

2.16 ΄Εστω F ⊆ Rn κλειστό σύνολο και p ∈ Rn. ∆είξτε ότι σηµείο a ∈ F έτσι ώστε ‖p− a‖ = dist(p, F ).

2.17 ΄Εστω F ⊆ Rn ένα κλειστό σύνολο και K ⊆ Rn ένα συµπαγές σύνολο. ∆είξτε ότι υπάρχουν σηµεία
a ∈ F και b ∈ K τέτοια ώστε ‖a − b‖ = dist(F,K) = inf{‖x − y‖ : x ∈ F, y ∈ K}. Αν το σύνολο K
υποτεθεί µόνο κλειστό, ισχύει το συµπέρασµα ; Αν F1, F2 ⊆ Rn είναι κλειστά και F1 ∩ F2 = ∅, έπεται
ότι dist(F1, F2) > 0 ;

2.18 Αν F1, F2 ⊆ Rn είναι κλειστά σύνολα µε F1∩F2 = ∅, δείξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : Rn →
R έτσι ώστε f(x) = 0 όταν x ∈ F1 και f(x) = 1 όταν x ∈ F2.
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2.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

2.1 Μελετήστε τα όρια :

(αʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2

(ϐʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2+y4

(γʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x−y

(δʹ) lim
(x,y)→(1,0)

x4+y4−1
x2+y2−1

(εʹ) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2 sin(x2 + y2)

(ϛʹ) lim
(x,y)→(0,0)

x2+y2√
x4+y4

(Ϲʹ) lim
(x,y)→(0,0)

ex
2+y2−x2−y2−1

(x2+y2)2

Υπόδειξη. (αʹ) Αν f(x, y) = xy
x2+y2 για (x, y) 6= (0, 0), τότε παρατηρήστε ότι για y = 0 έχουµε

f(x, 0) = 0 → 0 για (x, y) → (0, 0), ενώ για y = x έχουµε f(x, x) = 1
2 →

1
2 για (x, y) →

(0, 0).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Αν f(x, y) = xy2

x2+y4 για (x, y) 6= (0, 0), τότε παρατηρήστε ότι για y =
√
|x| έχουµε f(x,

√
|x|) =

|x|
2x το όριο δεν υπάρχει.

(γʹ) Αν f(x, y) = xy
x2+y2 για (x, y) 6= (0, 0), τότε εφαρµόζοντας πολικές συντεταγµένες :

x = r cos θ και y = r sin θ, 0 ≤ θ < 2π

έχουµε

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
r→0

r sin 2θ

2(cos θ − sin θ)
= 0

(δʹ) Αν f(x, y) = x4+y4−1
x2+y2−1 για (x, y) 6= (1, 0), τότε παρατηρήστε ότι για x = 1 έχουµε f(1, y) = y2 → 0

για (x, y) → (1, 0), ενώ για y = 0 έχουµε f(x, 0) = x2 + 1 → 2 για (x, y) → (1, 0).΄Ετσι
συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει.

(εʹ) Αν f(x, y) = xy
x2+y2 sin (x2 + y2) για (x, y) 6= (0, 0), τότε παρατηρήστε ότι για u = x2 + y2 → 0

για (x, y)→ (0, 0) έχουµε το εξής :

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
= lim
u→0

sinu

u
= 1 .

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 · 1 = 0.

(ϛʹ) Αν f(x, y) = x2+y2√
x4+y4

για (x, y) 6= (0, 0), τότε παρατηρήστε ότι για y = 0 έχουµε f(x, 0) =

1 → 1 για (x, y) → (0, 0), ενώ για y = x έχουµε f(x, x) = 2√
2
→ 2√

2
για (x, y) → (0, 0).΄Ετσι

συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει.
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(Ϲʹ) Αν f(x, y) = ex
2+y2−x2−y2−1

(x2+y2)2 για (x, y) 6= (0, 0), τότε ϑέτοντας u = x2+y2 → 0 για (x, y)→ (0, 0)

έχουµε το εξής :

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
u→0

eu − u− 1

u
= 0 .

�

2.2 Αν lim
(x,y)→(0,0)

ax2+bxy+cy2

x2+y2 = 0, τί συµπέρασµα ϐγάζετε ; Οµοίως αν lim
(x,y)→(0,0)

ax3+bx2y+cxy2+dy3

(x2+y2)3/2
.

Υπόδειξη. Αν f(x, y) = ax2+bxy+cy2

x2+y2 για (x, y) 6= (0, 0), παρατηρήστε ότι για y = 0 πρέπει f(x, 0) =

a → 0 για (x, y) → (0, 0), άρα a = 0.Για y = x παρατηρήστε ότι f(x, x) = b+c
2 → 0 για

(x, y) → (0, 0).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι c = −b.΄Εχουµε δηλαδή ότι f(x, y) = b(xy−y2)
x2+y2 .Αφήνεται

στον αναγνώστη να δείξει ότι το lim
(x,y)→(0,0)

xy−y2
x2+y2 δεν υπάρχει, άρα πρέπει να ισχύει b = 0.Τελικά

λοιπόν δείξαµε ότι a = b = c = 0.Οµοίως και για το άλλο όριο. �

2.3 Θεωρήστε την συνάρτηση

f(x, y) =

{
x sin 1

y αν y 6= 0

0 αν y = 0
.

∆είξτε ότι το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) υπάρχει και είναι 0. Ακόµη τα µερικά όρια lim
x→0

f(x, y) υπάρχουν,

για κάθε y και είναι όλα 0. Αλλά τα µερικά όρια lim
y→0

f(x, y) δεν υπάρχουν για κανένα x 6= 0.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι για κάθε y 6= 0 έχουµε |f(x, y)| ≤ x→ 0 για (x, y)→ (0, 0), άρα έχουµε
ότι lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.Επίσης έχουµε ότι lim

x→0
f(x, y) = lim

x→0
x sin 1

y = 0 για y 6= 0 και είναι σαφές

ότι lim
x→0

f(x, y) = 0 για y = 0.Τέλος παρατηρήστε ότι το lim
y→0

sin 1
y δεν υπάρχει (για παράδειγµα

ϑεωρήστε ακολουθίες xn = 1
2πn και yn = 1

2πn+π
2

και δείξτε ότι για xn → 0 και yn → 0 ισχύει ότι
f(xn)→ 0, ενώ f(yn)→ 1) έτσι έχουµε ότι για κάθε x 6= 0 το lim

y→0
f(x, y) δεν υπάρχει. �

2.4 Θεωρήστε συνάρτηση

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
ορισµένη για (x, y) 6= (0, 0) .

∆είξτε ότι τα διαδοχικά όρια υπάρχουν και είναι ίσα : lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = 0, αλλά

το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει.

Υπόδειξη. Παραρατηρήστε ότι lim
x→0

f(x, y) = 0, άρα είναι σαφές ότι lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 0.Οµοίως

δείχνουµε ότι lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = 0, δηλαδή το Ϲητούµενο.Τώρα παρατηρήστε ότι για y = 0 έχουµε

f(x, 0) = 0 → 0 για (x, y) → (0, 0), ενώ για y = x έχουµε f(x, x) = 1 → 1 για (x, y) → (0, 0).΄Ετσι
συµπεραίνουµε ότι το lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει. �

2.5 Για x + y 6= 0, ορίστε την συνάρτηση f(x, y) = x−y
x+y (στα σηµεία όπου x + y = 0 µπορούµε να

δώσουµε οποιεσδήποτε τιµές). ∆είξτε lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = −1 ενώ lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = 1, και το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει.
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Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι lim
x→0

f(x, y) = −1, άρα έχουµε ότι lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = −1.Οµοίως δείξτε

ότι lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = 1, δηλαδή το Ϲητούµενο.Τώρα παρατηρήστε ότι για y = 0 έχουµε f(x, 0) = 1→
1 για (x, y) → (0, 0), ενώ για y = x έχουµε f(x, x) = 0 → 0 για (x, y) → (0, 0).΄Ετσι συµπεραίνουµε
ότι το lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) δεν υπάρχει. �

2.6 Αποδείξτε ότι αν f(x, y) είναι µια συνάρτηση δύο µεταβλητών x και y, ορισµένη για (x, y) ∈ Ω −
{(a, b)}, (όπου Ω είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του R2 και (a, b) ∈ Ω) και αν

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = ` και το µερικό όριο lim
x→a

f(x, y) υπάρχει (∀y 6= b)

τότε υπάρχει και το διαδοχικό όριο lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) και µάλιστα lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = `.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = ` και έστω ε > 0.Τότε υπάρχει δ > 0, όπου για κάθε

(x, y) ∈ Ω − {(a, b)} µε 0 < ‖(x, y) − (a, b)‖ < δ ισχύει |f(x, y) − `| < ε/2.΄Οµως το lim
x→a

f(x, y)

υπάρχει, άρα για x→ a έχουµε | lim
x→a

f(x, y)−`| ≤ ε/2 < ε, για 0 < |y−b| ≤ ‖(x, y)−(a, b)‖ < δ.΄Ετσι

συµπεραίνουµε ότι το διαδοχικό όριο lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) υπάρχει και µάλιστα lim
y→b

( lim
x→a

f(x, y)) = ` �

2.7 Είναι η συνάρτηση f(x, y) =

{ 1−cos(xy)
(x2+y2)2 αν (x, y) 6= (0, 0)

a αν (x, y) = (0, 0)
, συνεχής για κάποιο a ;

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι αν f(x, y) = 1−cos (xy)
(x2+y2)2 για (x, y) 6= (0, 0) για x = 0 και y 6= 0 έχουµε

f(0, y) = 0 → 0 για (x, y) → (0, 0), ενώ για y = x µε x 6= 0 έχουµε f(x, x) = 1−cos x2

4x4 → 1
8 για

(x, y) → (0, 0).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι το lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) δεν υπάρχει, άρα η f δεν είναι συνεχής

για κάθε a ∈ R. �

2.8 ∆είξτε ότι µια συνάρτηση f : A → Rn, ορισµένη πάνω σε ένα σύνολο A ⊆ Rn, είναι συνεχής αν και
µόνο αν για κάθε σύνολο F ⊆ Rm κλειστό στον Rm, έπεται ότι και το σύνολο f−1(F ) είναι κλειστό
στο A.

Υπόδειξη. Αρχικά υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής και έστω (xn) ⊆ f−1(F ) µε xn →
x ∈ A.Αφού η f είναι συνεχής από αρχή µεταφοράς έχουµε ότι f(xn) = f(x) µε f(xn) ⊆ F .Αφού το
F είναι κλειστό έχουµε ότι f(x) ∈ F , δηλαδή x ∈ f−1(F ).΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι το f−1(F ) είναι
κλειστό.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε E ⊆ Rm, τότε και f−1(E) είναι κλειστό.Αρχικά ϑα αποδείξουµε
τον ακόλουθο ισχύρισµό :

Ισχυρισµός. Αν ισχύει η παραπάνω υπόθεση, τότε για κάθε G ⊆ Rm ανοικτό ισχύει ότι f−1(G) είναι
ανοικτό.

Απόδειξη. ΄Εστω G ⊆ Rm ανοικτό, άρα έχουµε ότι Rm\G είναι κλειστό.Από την αρχική µας υπόθεση
έχουµε ότι f−1(Rm\G) είναι κλειστό.΄Οµως παρατηρήστε ότι f−1(Rm\G) = A\f−1(G) κλειστό, άρα
συµπεραίνουµε ότι f−1(G) είναι ανοικτό. �

΄Ετσι έστω x0 ∈ A και ε > 0.΄Εχουµε ότι B(f(x), ε) ⊆ Rm είναι ανοικτό, άρα f−1(B(f(x0), ε) ⊆
A ανοικτό και µάλιστα x0 ∈ f−1(B(f(x0), ε).΄Ετσι υπάρχει δ > 0, ώστε να ισχύει B(x0, δ) ⊆
f−1(B(f(x0), ε), όπου προκύπτει ότι f(B(x0, δ) ⊆ B(f(x0), ε).΄Ετσι είναι σαφές ότι η f είναι συ-
νεχής στο x0. �
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2.9 ∆είξτε ότι µια συνάρτηση f : A → Rn, ορισµένη πάνω σε ένα σύνολο A ⊆ Rn, είναι συνεχής αν και
µόνο αν για κάθε σύνολο U ⊆ Rm ανοικτό στον Rm, έπεται ότι και το σύνολο f−1(U) είναι ανοικτό
στο A.

Υπόδειξη. Ακολουθήστε τα ϐήµατα της ΄Ασκησης 2.8 και χρησιµοποιήστε τον Ισχυρισµό της για να
αποδείξετε το Ϲητούµενο. �

2.10 Αποδείξτε τα ακόλουθα ϑεωρήµατα.

2.2.1. ΄Ενα υποσύνολο E του Rn είναι συµπαγές αν και µόνο αν κάθε ακολουθία σηµείων του E έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία, η οποία συγκλίνει µέσα στο E.

2.2.2. ΄Ενα σύνολο E ⊆ Rn είναι συµπαγές αν και µόνο αν κάθε άπειρο υποσύνολό του έχει ένα
τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης που να ανήκει µέσα στο σύνολο E.

2.2.3. ΄Εστω ότι E ⊆ Rn είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → Rm µια συνεχής συνάρτηση.Τότε
το σύνολο f(E) είναι συµπαγές υποσύνολο του Rm.∆ηλαδή, συνεχής εικόνα συµπαγούς συνόλου είναι
συµπαγές.

2.2.4. ΄Εστω ότι E ⊆ Rn είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → R µια συνεχής συνάρτηση.Τότε
υπάρχουν σηµεία p, q ∈ E ούτως ώστε f(q) ≤ f(x) ≤ f(p) για κάθε x ∈ E.∆ηλαδή η συνάρτηση f(x)
έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.Και ιδιαιτέρως, αν f(x) > 0 για κάθε x ∈ E, τότε inf{f(x) : x ∈ E} > 0.

2.2.5. ΄Εστω f : Rn → R µια συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn και
lim
‖x‖→∞

f(x) = 0.Τότε υπάρχει σηµείο p ∈ Rn ούτως ώστε f(p) = max{f(x) : για x ∈ Rn}.

Υπόδειξη. 1.2.1. ΄Εστω E ⊆ Rn συµπαγές, δηλαδή το E είναι κλειστό και ϕραγµένο.Από την ΄Ασκηση
1.11 έχουµε ότι αν (xn) ⊆ E έχει συγκλίνουσα υπάκολουθία, δηλαδή υπάρχει xkn υπακολουθία
της (xn) µε xkn → x ∈ Rn.΄Οµως το E είναι κλειστό, άρα προκύπτει ότι x ∈ E, δηλαδή έχουµε το
Ϲητούµενο.
Αντίστροφα, έστω ότι κάθε ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στο E.΄Εστω (xn) ⊆ E µε xn →
x ∈ Rn.΄Οµως η (xn) από την αρχική υπόθεση έχει υπακολουθία xkn → y ∈ E.΄Ετσι συµπεραίνουµε
ότι x = y ∈ E, δηλαδή το E είναι κλειστό.΄Εστω πως το E δεν είναι ϕραγµένο, δηλαδή για κάθε x ∈ E
και ε > 0 ισχύει ότι E 6⊆ B(x, ε).΄Εστω x1 ∈ E και ε > 0, τότε υπάρχει x2 ∈ E µε ‖x2 − x1‖ ≥
ε.∆ιαδοχικά για κάθε n ∈ N υπάρχει m > n, ώστε ‖xm − xn‖ ≥ ε.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η (xn) δεν
είναι ϐασική κατ΄ επέκταση δεν έχει και συγκλίνουσα υπακολουθία, άρα οδηγούµαστε σε άτοπο.

1.2.2. ΄Εστω ότι το E ⊆ Rn είναι συµπαγές, δηλαδή από 1.2.1. για κάθε (xn) ⊆ E υπάρχει υπακολου-
ϑία xkn → x ∈ E.΄Εστω A ⊆ E άπειρο στο πλήθος.Τότε υπάρχει (xn) ⊆ A, όπου για κάθε i 6= j
ισχύει xi 6= xj και από την αρχική υπόθεση υπάρχει xkn → x ∈ E.Τώρα αφού για κάθε i 6= j
ισχύει xki 6= xkj µπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία xk`n της xkn µε xk`n → x και xk`n 6= x για
κάθε n ∈ N από την ΄Ασκηση 1.15 (α) έχουµε ότι x ∈ A′.

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε A ⊆ E άπειρο στο πλήθος ισχύει A′ ∩E 6= ∅.΄Εστω τώρα (xn) ⊆ E
και A = {xn : n ∈ N}.∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(i) Αν το A είναι πεπερασµένο, τότε η (xn) έχει υπακολουθία τελικά σταθερή, δηλαδή συ-
γκλίνουσα.

(ii) ΄Εστω ότι το A είναι άπειρο και από αρχική υπόθεση A′ ∩E 6= ∅, άρα υπάρχει x ∈ E, όπου
από την ΄Ασκηση 1.15 (δ) ισχύει ότι για κάθε ε > 0 ισχύει ότι B(x, ε) ∩A είναι άπειρο.Αφού
το A είναι άπειρο για ε = 1, 1

2 , · · · υπάρχουν k1 < k2 < · · · ώστε ‖xkn − x‖ < 1
n , δηλαδή

xkn → x ∈ E.΄Ετσι από το 1.2.1 συµπεραίνουµε ότι το E είναι συµπαγές υποσύνολο του
Rn.



24

1.2.3. ΄Εστω (yn) ⊆ f(E), δηλαδή έχουµε ότι yn = f(xn) µε (xn) ⊆ E.Αφού το E είναι συµπαγές
υπάρχει xkn → x ∈ E από 1.2.1. και από αρχή µεταφοράς (από τη συνέχεια της f ) έχουµε ότι
f(xkn)→ f(x) ∈ f(E).΄Ετσι από το 1.2.1 συµπεραίνουµε ότι το σύνολο f(E) είναι συµπαγές.

1.2.4. Στο 1.2.3. αποδείξαµε ότι το f(E) είναι συµπαγές, άρα κλειστό και ϕραγµένο.Αφού το f(E)
είναι ϕραγµένο ισχύει ότι υπάρχει u = sup f(E) και από χαρακτηρισµό supremum υπάρχει
(f(xn)) ⊆ f(E) µε f(xn) → u.΄Οµως το f(E) είναι κλειστό, άρα u ∈ f(E), δηλαδή υπάρχει
p ∈ E ώστε να ισχύει f(p) = u.Οµοίως δείξτε το ίδιο για το inf f(E).Τώρα µε ϐάση τα παραπάνω
αν f(x) > 0 για κάθε x ∈ E ακολουθώντας τα παραπάνω ϐήµατα ισχύει ότι υπάρχει q ∈ E, ώστε
f(q) = inf f(E), όπου προκύπτει πως inf f(E) = f(q) > 0.

1.2.5. Αν ισχύει ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ Rn, τότε το Ϲητούµενο είναι άµεσο.Ας υποθέσουµε τώρα
ότι υπάρχει ξ > 0 ώστε f(ξ) > 0.Τότε έχουµε ότι υπάρχει M > 0, ώστε για κάθε ‖x‖ > M να
ισχύει 0 ≤ f(x) < f(ξ).΄Εχουµε ότι B̂(0,M) είναι συµπαγές υποσύνολο του Rn (εξηγήστε γιατί),
άρα από το 1.2.4 η f παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο B̂(0,M).΄Εστω ότι ξ 6∈ B̂(0,M),
τότε ‖ξ‖ > M και έχουµε ότι f(ξ) < f(ξ) το οποίο είναι άτοπο.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι f(ξ) ≤
f(p) = max{f(x) : x ∈ B̂(0,M)}.΄Ετσι καταλήγουµε ότι για κάθε x ∈ Rn ισχύει ότι f(x) ≤ f(p),
δηλαδή f(p) = max{f(x) : x ∈ Rn}.

�

2.11 Αποδείξτε ότι κάθε γραµµική συνάρτηση f : Rn → R είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Υπόδειξη. Θεωρούµε γραµµική απεικόνιση f : Rn → R, που γνωρίζουµε ότι έχει την εξής µορφή

f(x) = Ax µε A =

a1

...
an

 ∈ R1×n.Αν ‖A‖ = 0 το Ϲητούµενο ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο. Υ-

ποθέτουµε τώρα ότι ‖A‖ > 0 και έστω ε > 0.Για κάθε x, y ∈ Rn µε ‖x − y‖ < ε/‖A‖ ισχύει το
εξής

|f(x)− f(y)| = |Ax−Ay| = |A(x− y)| ≤ ‖A‖ · ‖x− y‖ < ε.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
Σηµείωση. Το Ϲητούµενο ισχύει για κάθε γραµµική απεικόνιση f : Rn → Rm.Η απόδειξη του ισχυρισµού
αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. �

2.12 Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = x2, x ∈ R, δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι για ε = 1 για κάθε δ > 0 έχουµε ότι xδ = 1
δ και yδ = 1

δ + δ
2 έχουµε ότι

|xδ − yδ| < δ αλλά |f(xδ) − f(yδ)| = δ2

4 + 1 > 1.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα
συνεχής. �

2.13 Αποδείξτε τα ακόλουθα ϑεωρήµατα.

2.2.6. ΄Εστω A ⊆ Rn.Μια συνάρτηση f : A→ Rm είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνο αν για κάθε
δύο ακολουθίες xk και yk από το σύνολο A µε ‖xk − yk‖ → 0 έπεται ότι |f(xk)− f(yk)| → 0.

2.2.7. ΄Εστω ότι E ⊆ Rm είναι ένα συµπαγές σύνολο και f : E → Rm µια συνεχής συνάρτηση.Τότε η
συνάρτηση f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
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Υπόδειξη. 1.2.6. ΄Εστω ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και ακολουθίες (xk), (yk) ⊆ A µε ‖xk −
yk‖ → 0.΄Εστω ε > 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ A µε ‖x − y‖ < δ να ισχύει
|f(x) − f(y)| < ε.΄Ετσι υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 ισχύει ‖xk − yk‖ < δ, δηλαδή
|f(xk)− f(yk)| < ε.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι |f(xk)− f(yk)| → 0.
Αντίστροφα, έστω ότι ισχύει ο αντίστροφος ισχυρισµός, αλλά η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.΄Ετσι
έχουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε δ > 0 υπάρχουν x, y ∈ A µε ‖x−y‖ < δ ώστε |f(x)−f(y)| ≥
ε.Για δ = 1, 1

2 , · · · επαγωγικά υπάρχουν (xk), (yk) ⊆ A µε ‖xk − yk‖ < 1
k και |f(xk)− f(yk)| ≥ ε το

οποίο είναι άτοπο από την αρχική µας υπόθεση.

1.2.7. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.Τότε, µπορούµε να ϐρούµε ε > 0 και
ακολουθίες (xn), (yn) ⊆ E ώστε ‖xn − yn‖ → 0 αλλά |f(xn) − f(yn)| ≥ ε για κάθε n ∈ N.Από την
συµπάγεια του E µπορούµε να ϐρούµε (xkn) υπακολουθία της (xn) και x ∈ E ώστε xkn → x.Τότε,
από την

‖ykn − x‖ ≤ ‖ykn − xkn‖ − ‖xkn − x‖ → 0

ϐλέπουµε ότι ykn → x.Από τη συνέχεια της f στο x συµπεραίνουµε ότι f(xkn)→ f(x) και f(ykn)→
f(x).Τότε |f(xkn)− f(ykn)|, το οποίο είναι άτοπο. �

2.14 Για κάθε A ⊆ Rn, ϑεωρήστε την συνάρτηση φA : Rn → R που ορίζεται ως εξής :

φA(x) = dist(x,A) = inf{‖x− a‖ : a ∈ A}, x ∈ Rn .

Αποδείξτε ότι |φA(x) − φA(y)| ≤ ‖x − y‖ για κάθε x, y ∈ Rn. Ιδιαιτέρως η συνάρτηση φA : Rn → R
είναι συνεχής και µάλιστα οµοιόµορφα συνεχής.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και x, y ∈ Rn.Από το χαρακτηρισµό infimum γνωρίζουµε ότι υπάρχει a ∈ A
ώστε ‖x− a‖ < φA(x) + ε.΄Ετσι προκύπτει το εξής :

φA(y) ≤ ‖y − a‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖x− a‖ < ‖x− y‖+ φA(x) + ε .

Το ε ήταν τυχόν, άρα συµπεραίνουµε ότι φA(x)− φA(y) ≤ ‖x− y‖.΄Οµοια αποδυκνύεται ότι φA(y)−
φA(x) ≤ ‖x− y‖ και έχουµε το Ϲητούµενο.

Θα δείξουµε τώρα ότι η φA είναι οµοιόµορφα συνεχής.΄Εστω ε > 0, τότε για κάθε x, y ∈ Rn µε
‖x− y‖ < ε έχουµε ότι ‖φA(x)− φA(y)| ≤ ‖x− y‖ < ε δηλαδή το Ϲητούµενο. �

2.15 ΄Εστω A ⊆ Rn. ∆είξτε ότι p ∈ A αν και µόνο αν dist(p,A) = 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω p ∈ A ισοδύναµα για κάθε ε > 0 υπάρχει a ∈ A ώστε dist(p,A) ≤ ‖p− a‖ < ε, όπου
από το χαρακτηρισµό infimum έπεται ότι dist(p,A) = 0.
Αντίστροφα, έστω ότι dist(p,A) = 0 ισοδύναµα από το χαρακτηρισµό infimum για κάθε ε > 0 υπάρχει
a ∈ A ώστε ‖p− a‖ < ε, δηλαδή B(p, ε) ∩A 6= ∅.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι p ∈ A. �

2.16 ΄Εστω F ⊆ Rn κλειστό σύνολο και p ∈ Rn. ∆είξτε ότι σηµείο a ∈ F έτσι ώστε ‖p− a‖ = dist(p, F ).

Υπόδειξη. Από το χαρακτηρισµό infimum µπορούµε να ϐρούµε ακολουθία (xn) ⊆ F µε ‖p− xn‖ →
dist(p, F ).Παρατηρήστε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει

‖xn‖ ≤ ‖p− xn‖+ ‖p‖ ⇔ ‖x‖ ≤ dist(p, F ) + ‖p‖ ,

δηλαδή η (xn) είναι ϕραγµένη.Τότε υπάρχει (xkn) υπακολουθία της (xn) µε xkn → a ∈ F , αφού
το F είναι κλειστό.΄Αρα παρατηρούµε ότι ‖p − xkn‖ → ‖p − a‖ και ‖p − xkn‖ → dist(p, F ).Από
µοναδικότητα ορίου συµπεραίνουµε ότι ‖p− a‖ = dist(p, F ). �
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2.17 ΄Εστω F ⊆ Rn ένα κλειστό σύνολο και K ⊆ Rn ένα συµπαγές σύνολο. ∆είξτε ότι υπάρχουν σηµεία
a ∈ F και b ∈ K τέτοια ώστε ‖a − b‖ = dist(F,K) = inf{‖x − y‖ : x ∈ F, y ∈ K}. Αν το σύνολο K
υποτεθεί µόνο κλειστό, ισχύει το συµπέρασµα ; Αν F1, F2 ⊆ Rn είναι κλειστά και F1 ∩ F2 = ∅, έπεται
ότι dist(F1, F2) > 0 ;

Υπόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση f : K → R µε f(x) = dist(x, F ).Στην ΄Ασκηση 2.14 αποδείξαµε
ότι η f είναι συνεχής και µάλιστα αφού το K είναι συµπαγές από την ΄Ασκηση 2.10 (1.2.4.) έχουµε
ότι η f παίρνει ελάχιστη τιµή, δηλαδή υπάρχει b ∈ K ώστε dist(F,K) = f(b) = dist(b, F ).Από την
΄Ασκηση 2.16 έχουµε ότι υπάρχει a ∈ F ώστε ‖a − b‖ = dist(b, F ) = dist(K,F ).Είναι σαφές ότι
dist(F,K) = dist(K,F ), άρα συµπεραίνουµε πως ‖a− b‖ = dist(F,K).

Τώρα παρατηρήστε ότι για F1 = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ R} και F2 = {(x, 1
x ) ∈ R2 : x 6= 0} έχουµε ότι

F1, F2 είναι κλείστα (εξηγήστε γιατί) και F1 ∩ F2 = ∅.΄Οµως έχουµε ότι dist(F1, F2) ≤ 1
|x| → 0 για

x→∞ και έτσι προκύπτει ότι dist(F1, F2) = 0. �

2.18 Αν F1, F2 ⊆ Rn είναι κλειστά σύνολα µε F1∩F2 = ∅, δείξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : Rn →
R έτσι ώστε f(x) = 0 όταν x ∈ F1 και f(x) = 1 όταν x ∈ F2.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την εξής απεικόνιση :

f : Rn → R, f(x) =
dist(x, F1)

dist(x, F1) + dist(x, F2)
.

Παρατηρήστε ότι f είναι καλά ορισµένη αφού F1 ∩ F2 = ∅, συνεχής ως πηλικό συνεχών συναρτήσεων
και µάλιστα ισχύει ότι f(x) = 0 όταν x ∈ F1 και f(x) = 1 όταν x ∈ F2.

Σηµείωση. Η συγκεκριµένη άσκηση είναι γνωστή και ως Λήµµα του Urysohn και γενικεύεται σε κάθε
µετρικό χώρο (X, ρ). �
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∆ιαφορικός Λογισµός
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Κεφάλαιο 3

∆ιαφορικός Λογισµός στον Rn (i)

3.1 Ασκήσεις

3.1 Μια συνάρτηση µπορεί να έχει µερικές παραγώγους (πρώτης τάξης) και να µην είναι συνεχής.∆είξτε
το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

3.2 Εξετάστε αν η συνάρτηση f(x, y) =
√
x2 + y2, έχει µερικές παραγώγους ∂f/∂x και ∂f/∂y.

Είναι η συνάρτηση f συνεχής ;

3.3 Βρείτε µια συνάρτηση f(x, y),ορισµένη για (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ούτως ώστε

∂f

∂x
(x, y) =

x

x2 + y2
και

∂f

∂y
(x, y) =

y

x2 + y2
.

3.4 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:

3.1.1. ΄Εστω f : Ω→ R µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn,η οποία έχει µερικές
παραγώγους ∂f/∂xi : Ω → R,για κάθε i = 1, 2, · · · , n.΄Εστω ακόµη ότι οι µερικές αυτές παράγωγοι
είναι συνεχείς σε ένα σηµείο a ∈ Ω.Τότε η συνάρτηση f είναι διαφορίσιµη στο σηµείο a.

3.5 Οι µερικές παράγωγοι µιας διαφορίσιµης συνάρτησης ενδέχεται να έχουν ασυνέχειες.∆είξτε το µε
παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

3.6 Αποδείξτε το ϑεώρηµα:

3.1.2. Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f : Ω → R ορισµένη σε ένα ανοικτό και κατα τόξα συνεκτικό
σύνολο Ω ⊂ Rn, και ας υποθέσουµε ότι οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂xi = 0 σε κάθε σηµείο του συνόλου
Ω για i = 1, 2, · · · , n.Τότε η συνάρτηση αυτή είναι σταθερή.

3.7 ∆είξτε ότι lim
(x,y)→(0,0)

ex cos y − 1− x√
x2 + y2

= 0 και lim
(x,y)→(2,1)

xy − x− 2(y − 1) log 2√
(x− 2)2 + (y − 1)2

.
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3.8 ΄Εστω λ ∈ R.∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x, y, z) =

{ xyz
(x2+y2+z2)λ

(x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 (x, y, z) = (0, 0, 0)

είναι διαφορίσιµη στο (0, 0, 0) αν και µόνο αν λ < 1.

3.9 Αν υπάρχουν, υπολογίστε τα όρια

(i) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−e

√
x2+y2−x√

x2+y2

(ii) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−|x|−|y|−1√

x2+y2

(iii) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−

√
x2+y2−1

|x|+|y|

(iv) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−sin(

√
x2+y2)−1

e|x|+|y|−1
.

3.10 Υπολογίστε το διαφορικό της συνάρτησης f(x, y) = xy = ey log x, x > 0,−∞ < y < ∞,στα διάφορα
σηµεία.

3.11 Υπολογίστε το διαφορικό της συνάρτησηςf(x, y) = xy
x

= e(log x)ex log y

στο σηµείο (2, 3),καθώς και το
διαφορικό της συνάρτησης f(x, y, z) = xy

z

στο σηµείο (2, 3, 2).

3.12 ΄Εστω f(x, y) = (sinx)cos y.Αν lim
(x,y)→(π4 ,

π
4 )

|f(x, y)−Ax−By − C|√
(x− π

4 )2 + (y − π
4 )2

= 0, τί συµπέρασµα ϐγάζετε για

τους αριθµούς A,B,C;

3.13 Σωστό ή Λάθος ; lim
(x,y)→(0,a)

x
√

1− cos(xey)

|x|+ |y − a|
= 0 για κάθε a ∈ R.

3.14 Σωστό ή Λάθος ; Αν a, b, c > 0 τότε δεν υπάρχουν A,B,C,D ∈ R έτσι ώστε να υπάρχει το όριο

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

xy
z −A−Bx− Cy −Dz + sin(|x− a|+ |y − b|+ |z − c|)√

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

3.15 ∆ίνεται η συνάρτηση f(x, y) =

{
[1− cos(x2/y)]

√
x2 + y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.∆είξτε ότι η f είναι συνεχής

στο σηµείο (0, 0),δεν είναι διαφορίσιµη στο (0, 0) και υπολογίστε τις κατευθυνόµενες παραγώγους της
f στο (0, 0).

3.16 Μια συνάρτηση µπορεί σε κάποιο σηµείο να έχει µερικές παραγώγους (πρώτης τάξης) αλλά να µην
έχει κατευθυνόµενη παράγωγο σε καµιά άλλη κατεύθυνση (δηλαδή εκτός από τις κατευθυνόµενες των
αξόνων). ∆είξτε το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

3.17 Μια συνάρτηση µπορεί να έχει κατευθυνόµενες παραγώγους σε κάθε κατεύθυνση-σε κάποιο σηµείο-
και εν τούτοις να µην είναι συνεχής στο σηµείο αυτό.∆είξτε το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Επίσης δείξτε ότι δεν ισχύει ο κανόνας της αλυσίδας-όταν διαφορίσουµε την σύνθεση f(at, bt) ως προς
t για t = 0 (όπου a, b ∈ R µε ab 6= 0).
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3.18 Επαληθεύσατε τον κανόνα της αλυσίδας στις περιπτώσεις : (i) f(x, y) = x3exy
2

, x = t2, y =
sin t (ii) f(x, y) = xy, x = t2, y = t3 (iii) (log x)y, x = et, y = t

3.19 Θεωρήστε µια C1-συνάρτηση f : Ω→ R ορισµένη σε ένα ανοικτό και κυρτό σύνολο Ω ⊂ Rn.∆είξτε ότι

|f(x)− f(y)| ≤
(

sup
z∈Ω
|∇f(z)|

)
|x− y|,∀x, y ∈ Ω

3.20 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση z = 2x2+y2,στο σηµείο
(−1, 2, 6).

3.21 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση z2 = 2x2 + y2,στο
σηµείο (−1, 2,

√
6).

3.22 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση 2x2 +y2 +5z2 = 16,στο
σηµείο (1,−3, 1).

3.23 Θεωρήστε την καµπύλη C στο xyz-χώρο η οποία είναι η τοµή των επιφανειών µε εξισώσεις z = y2−3x2

και z2 +y2 = 2,και γράψτε εξισώσεις για την ευθεία που είναι εφαπτόµενη στην C στο σηµείο (0, 1, 1).

3.24 (Θεώρηµα του Euler) ∆είξτε ότι µια διαφορίσιµη συνάρτηση f : Rn−{0} → R είναι οµογενής ϐαθµού
λ (όπου λ ∈ R),δηλαδή f(tx) = tλf(x) για κάθε x ∈ Rn − {0} και κάθε t > 0,αν και µόνο αν η f

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

(x) = λf(x).

3.25 Για am ∈ R,θεωρήστε την συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) =
N∑
m=1

am
(x2m

1 +x2m
2 +···+x2m

n )1/2m
και δείξτε ότι

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

= −f .

3.26 Θεωρήστε µια C1-συνάρτηση g = g(x, y, z) : B → R ορισµένο στο σύνολο

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1}

τέτοια ώστε g(0, 0, 0) = 0 και | ∂g∂x (x, y, z)| ≤ 1, |∂g∂y (x, y, z)| ≤ 2, |∂g∂z (x, y, z)| ≤ 3 για κάθε (x, y, z) ∈
B.

Αποδείξτε ότι |g(x, y, z)| ≤
√

14(x2 + y2 + z2) για κάθε (x, y, z) ∈ B.

3.27 ΄Εστω f(x, y, z) = z(sinx)cos y.Βρείτε αριθµούς A,B,C,D τέτοιους ώστε

lim
(x,y,z)→(π/4,π/4,1)

|f(x, y, z)−Ax−By − Cz −D|√
(x− π/4)2 + (y − π/4)2 + (z − 1)2
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3.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

3.1 Μια συνάρτηση µπορεί να έχει µερικές παραγώγους (πρώτης τάξης) και να µην είναι συνεχής.∆είξτε
το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Υπόδειξη. ΄Εστω η συνάρτηση f(x, y) =

{
xy

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
. Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

(αʹ)
∂f

∂x
(x, y) =

y3 − yx2

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0) ,

(ϐʹ)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

(x,y)→(0,0)

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

(x,y)→(0,0)

0− 0

x
= 0 ,

(γʹ)
∂f

∂y
(x, y) =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0) ,

(δʹ)
∂f

∂y
(0, 0) = lim

(x,y)→(0,0)

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

(x,y)→(0,0)

0− 0

x
= 0 .

΄Οµως έχουµε πως για (x, y)→ (0, 0), f(x, 0) = 0→ 0, ενώ f(x, x) = 1
2 →

1
2 , άρα το lim

(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2

δέν υπάρχει, δηλαδή η f δεν είναι συνεχής στο (0, 0).

�

3.2 Εξετάστε αν η συνάρτηση f(x, y) =
√
x2 + y2, έχει µερικές παραγώγους ∂f/∂x και ∂f/∂y.

Είναι η συνάρτηση f συνεχής ;

Υπόδειξη. ΄Εστω η συνάρτηση f(x, y) =
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2.΄Εχουµε ότι ∂f

∂x (x, y) = x√
x2+y2

,

όµως το όριο lim
(x,y)→(0,0)

f(x,0)−f(0,0)
x = lim

(x,y)→(0,0)

|x|
x δεν υπάρχει, άρα δεν υπάρχει η µερική πα-

ϱάγωγος ∂f
∂x (0, 0).Τώρα έχουµε ότι ∂f

∂y = y√
x2+y2

για κάθε (x, y) 6= (0, 0), όµως έχουµε ότι το

lim
(x,y)→(0,0)

f(0,y)−f(0,0)
x = lim

(x,y)→(0,0)

|y|
y δεν υπάρχει, άρα δεν υπάρχει η ∂f

∂y (0, 0).Τέλος είναι άµεσο

ότι f είναι συνεχής. �

3.3 Βρείτε µια συνάρτηση f(x, y),ορισµένη για (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ούτως ώστε

∂f

∂x
(x, y) =

x

x2 + y2
και

∂f

∂y
(x, y) =

y

x2 + y2
.

Υπόδειξη. ΄Εστω συνάρτηση f(x, y), ορισµένη για (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ούτως ώστε

∂f

∂x
(x, y) =

x

x2 + y2
και

∂f

∂y
(x, y) =

y

x2 + y2
.

Τότε υπολογίζουµε διαδοχικά ότι :

∂f

∂x
(x, y) =

x

x2 + y2
⇔ f(x, y) =

∫
x

x2 + y2
dx+ h(y)⇔ f(x, y) =

1

2
log(x2 + y2) + h(y)
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∂f

∂y
(x, y) =

y

x2 + y2
+ h′(y) =

y

x2 + y2
⇔ h′(y) = 0⇔ h(y) = c, c ∈ R

Για c = 0, µια f που ικανοποιεί τα Ϲητούµενα είναι η f(x, y) =
log(x2 + y2)

2
. �

3.4 Αποδείξτε το ϑεώρηµα :

3.2.1. ΄Εστω f : Ω→ R µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn,η οποία έχει µερικές
παραγώγους ∂f/∂xi : Ω → R,για κάθε i = 1, 2, · · · , n.΄Εστω ακόµη ότι οι µερικές αυτές παράγωγοι
είναι συνεχείς σε ένα σηµείο a ∈ Ω.Τότε η συνάρτηση f είναι διαφορίσιµη στο σηµείο a.

Υπόδειξη. Θα δώσουµε µια ενδεικτική λύση για n = 2. Θέλουµε να δείξουµε ότι,

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− f(a, b)− ∂f
∂x (a, b)(x− a)− ∂f

∂y (a, b)(y − b)√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0

΄Εχουµε λοιπόν ότι f(x, y) − f(a, b) = [f(x, y) − f(x, b)] + [f(x, b) − f(a, b)].Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ.
ως προς τη µεταβλητή y.Τότε έχουµε ότι f(x, y) − f(x, b) = ∂f

∂y (x, ξ(x, y))(y − b), b ≤ ξ(x, y) ≤
y.Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. ως προς τη µεταβλητή x.Τότε έχουµε ότι f(x, b) − f(a, b) = ∂f

∂x (h(x), b)(x −
a), a ≤ h(x) ≤ x.∆ιαδοχικά υπολογίζουµε ότι :

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− f(a, b)− ∂f
∂x (a, b)(x− a)− ∂f

∂y (a, b)(y − b)√
(x− a)2 + (y − b)2

=

lim
(x,y)→(a,b)

[∂f∂y (x, ξ(x, y))− ∂f
∂y (a, b)](y − b) + [∂f∂x (h(x), b)− ∂f

∂x (a, b)](x− a)√
(x− a)2 + (y − b)2

.

Με ϐάση τα παραπάνω έχουµε πως ισχύει | y−b√
(x−a)2+(y−b)2

| ≤ 1, δηλαδή προκύπτει το εξής :

|Q| = |
|[∂f∂y (x, ξ(x, y))− ∂f

∂y (a, b)](y − b)|√
(x− a)2 + (y − b)2

≤ |∂f
∂y

(x, ξ(x, y))− ∂f

∂y
(a, b)|

΄Οµως για (x, y) → (a, b) έχουµε ότι (x, ξ(x, y)) → (a, b).΄Ετσι προκύπτει πως
∂f

∂y
(x, ξ(x, y)) −

∂f

∂y
(a, b)→ 0⇔ Q→ 0.

Οµοίως για P =
[∂f∂x (h(x), b)− ∂f

∂x (a, b)](x− a)√
(x− a)2 + (y − b)2

→ 0 άρα, P +Q→ 0, δηλαδή η f είναι διαφορίσιµη

στο (a, b). �

3.5 Οι µερικές παράγωγοι µιας διαφορίσιµης συνάρτησης ενδέχεται να έχουν ασυνέχειες.∆είξτε το µε
παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =

{(x2+y2) sin 1√
x2+y2

, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

. Υπολογίζουµε ως εξής
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(αʹ)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x2 sin 1
|x|

x
= lim
x→0

x sin
1

|x|
= 0

(ϐʹ)
∂f

∂x
(x, y) = 2x sin

1√
x2 + y2

+
x3√
x2 + y2

cos
1√

x2 + y2

΄Οµως το lim
x→0

∂f
∂x (x, x6−x2) δεν υπάρχει άρα δεν υπάρχει το lim

(x,y)→(0,0)

∂f
∂x (x, y).∆ηλαδή η συνάρτηση

∂f
∂x (x, y) δεν είναι συνεχής και οµοίως η ∂f

∂y (x, y) ασυνεχής στο (0, 0). �

3.7 ∆είξτε ότι lim
(x,y)→(0,0)

ex cos y − 1− x√
x2 + y2

= 0 και lim
(x,y)→(2,1)

xy − x− 2(y − 1) log 2√
(x− 2)2 + (y − 1)2

= 0.

Υπόδειξη.

(i) ΄Εστω f(x, y) = ex cos y µε f(0, 0) = 1.Υπολογίζοντας έχουµε διαδοχικά τα εξής :

(αʹ) ∂f
∂y (x, y) = −xex cos y sin y → ∂f

∂y (0, 0) = 0, για (x, y)→ (0, 0).

(ϐʹ) ∂f
∂x (x, y) = cos yex cos y → ∂f

∂x (0, 0) = 1, για (x, y)→ (0, 0).

΄Αρα έχουµε πως ∂f
∂x (x, y), ∂f∂y (x, y) είναι συνεχείς στο (0, 0), δηλαδή η f είναι διαφορίσιµη στο (0, 0).

΄Αρα ισχύει ότι lim
(x,y)→(0,0)

f(x,y)−f(0,0)− ∂f∂x (0,0)x− ∂f∂y (0,0)y√
x2+y2

= lim
(x,y)→(0,0)

ex cos y−1−x√
x2+y2

= 0

(ii) ΄Εστω f(x, y) = xy = ey log x, x > 0 µε f(2, 1) = 2.Υπολογίζοντας έχουµε διαδοχικά τα εξής :

(αʹ) ∂f
∂x (x, y) = y

xx
y → ∂f

∂x (2, 1) = 1, για (x, y)→ (2, 1).

(ϐʹ) ∂f
∂y (x, y) = xy log x→ ∂f

∂y (2, 1) = 2 log 2, για (x, y)→ (2, 1).

΄Εχουµε λοιπόν πως ∂f
∂x (x, y), ∂f∂y (x, y) είναι συνεχείς στο (2, 1), άρα η f είναι διαφορίσιµη στο

(2, 1).΄Ετσι προκύπτει τελικά το εξής :

lim
(x,y)→(2,1)

f(x, y)− f(2, 1)− ∂f
∂x (2, 1)(x− 2)∂f∂y (2, 1)(y − 1)√

(x− 2)2 + (y − 1)2

= lim
(x,y)→(2,1)

xy − x− 2(y − 1) log 2√
(x− 2)2 + (y − 1)2

= 0.

�

3.8 ΄Εστω λ ∈ R.∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x, y, z) =

{ xyz
(x2+y2+z2)λ

(x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 (x, y, z) = (0, 0, 0)

είναι διαφορίσιµη στο (0, 0, 0) αν και µόνο αν λ < 1.

Υπόδειξη. ΄Εστω λ ∈ R.Θεωρούµε την συνάρτηση

f(x, y, z) =

{ xyz
(x2+y2+z2)λ

(x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 (x, y, z) = (0, 0, 0)
.
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Υπολογίζουµε εύκολα ότι

∂f

∂x
(0, 0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0, 0) =

∂f

∂z
(0, 0, 0) = 0

Θεωρούµε την g(x, y, z) =
f(x,y,z)−f(0,0,0)− ∂f∂x (0,0,0)x− ∂f∂y (0,0,0)y− ∂f∂z (0,0,0)z√

x2+y2+z2
= xyz

(x2+y2+z2)λ+1/2

Υποθέτουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο (0, 0, 0) και λ ≥ 1.Αφού f διαφορίσιµη έχουµε πως

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

g(x, y, z) = 0

Για y = x και z = x έχουµε πως g(x, x, x) = 1
3λ+1/2x2λ−2 όπου συµπεραίνουµε ότι

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

g(x, x, x) 6= 0

το οποίο είναι άτοπο.

Αντίστροφα, έστω πως λ < 1.Για (x, y, z) 6= (0, 0, 0) από Ανισότητα Αριθµητικού-Γεωµετρικού Μέσου:

3
√
x2y2z2 ≤ x2 + y2 + z2

3

∆ηλαδή προκύπτει ότι

x2y2z2 ≤ (x2 + y2 + z2)3

27
⇔ |xyz| ≤ (x2 + y2 + z3)3/2

√
27

⇔ |g(x, y, z)| ≤ (x2 + y2 + z2)1−λ
√

27
→ 0

για (x, y, z)→ (0, 0, 0).∆ηλαδή συµπεραίνουµε ότι lim
(x,y,z)→(0,0,0)

g(x, y, z) = 0, που σηµαίνει πως η f

είναι διαφορίσιµη στο (0, 0, 0). �

3.9 Αν υπάρχουν, υπολογίστε τα όρια

(i) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−e

√
x2+y2−x√

x2+y2

(ii) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−|x|−|y|−1√

x2+y2

(iii) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−

√
x2+y2−1

|x|+|y|

(iv) lim(x,y)→(0,0)
ex cos y−x−sin(

√
x2+y2)−1

e|x|+|y|−1
.

Υπόδειξη. Από την ΄Ασκηση 3.7. έχουµε υπολογίσει ότι Q = lim
(x,y)→(0,0)

ex cos y−1−x√
x2+y2

= 0.

(i) Για (x, y)→ (0, 0) έχουµε ότι u =
√
x2 + y2 → 0.΄Ετσι είναι άµεσο ότι ισχύει το εξής :

P = lim
(x,y)→(0,0)

e
√
x2+y2 − 1√
x2 + y2

= lim
u→0

eu − 1

u
= 1.

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνουµε άµεσο ότι

lim
(x,y)→(0,0)

ex cos y − e
√
x2+y2 − x√

x2 + y2
= Q− P = −1.
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(ii) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = ex cos y−x−1−|x|−|y|√
x2+y2

= ex cos y−1−x√
x2+y2

− ( |x|+|y|√
x2+y2

).Υπολογίζοντας

διαδοχικά έχουµε ότι :

1. f(x, 0) = ex−x−1
|x| − 1→ −1, για (x, y)→ (0, 0).

2. f(x, x) = ex cos x−x−1√
2|x| −

√
2→ −

√
2, για (x, y)→ (0, 0).

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει.

(iii) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =
ex cos y−x−

√
x2+y2−1

|x|+|y| = ( e
x cos y−1−x√

x2+y2
− 1)

√
x2+y2

|x|+|y| . ΄Ετσι

υπολογίζοντας διαδοχικά έχουµε ότι :

1. f(x, 0) = ex−1−x
|x| − 1→ −1, για (x, y)→ (0, 0).

2. f(x, x) = ( e
x cos x−1−x√

2|x| − 1)
√

2→ −
√

2, για (x, y)→ (0, 0).

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει.

(iv) Θεωρούµε την συνάρτηση

f(x, y) =
ex cos y − x− sin(

√
x2 + y2)− 1

e|x|+|y| − 1
= (

ex cos y − 1− x√
x2 + y2

− sin(
√
x2 + y2)√
x2 + y2

)

√
x2+y2

|x|+|y|
e|x|+|y|−1
|x|+|y|

.

Υπολογίζοντας διαδοχικά έχουµε ότι :

1. f(x, 0) = ( e
x−x−1
|x| − sin |x|

|x| ) 1
e|x|−1
|x|

→ −1, για (x, y)→ (0, 0).

2. f(x, x) = ( e
x cos x−x−1√

2|x| − sin
√

2|x|√
2|x| )

√
2

e2|x|−1
2|x|

→ −
√

2, για (x, y)→ (0, 0).

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι το όριο δεν υπάρχει. �

3.10 Υπολογίστε το διαφορικό της συνάρτησης f(x, y) = xy = ey log x, x > 0,−∞ < y < ∞,στα διάφορα
σηµεία.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = xy = ey log x, x > 0,−∞ < y < ∞.Υπολογίζουµε
διαδοχικά :

(αʹ) ∂f
∂x (x, y) = y

xx
y

(ϐʹ) ∂f
∂y (x, y) = log x · xy

΄Αρα τελικά έχουµε ότι df(x, y) = ∂f
∂x (x, y) · x+ ∂f

∂y (x, y) · y = xyy(1 + log x). �

3.11 Υπολογίστε το διαφορικό της συνάρτησης f(x, y) = xy
x

= e(log x)ex log y

στο σηµείο (2, 3), καθώς και
το διαφορικό της συνάρτησης f(x, y, z) = xy

z

στο σηµείο (2, 3, 2).

Υπόδειξη. (i) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = xy
x

= ey
x log x = elog x·ex log y

.Υπολογίζοντας δια-
δοχικά έχουµε ότι

1. ∂f
∂x (x, y) = xy

x

yx(log x log y + 1
x )→ ∂f

∂x (2, 3) = 29(log 2 log 3 + 1
2 ), για (x, y)→ (2, 3).

2. ∂f
∂y (x, y) = xy

x+1yx−1 log x→ ∂f
∂y (2, 3) = 3 · 210 log 2, για (x, y)→ (2, 3).

΄Αρα τελικά έχουµε ότι df(2, 3) = 2 · ∂f∂x (2, 3) + 3∂f∂y (2, 3) = 210(log 2 log 3 + 1
2 ) + 9 · 210 log 2.
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(ii) Λύση όµοια µε το ερώτηµα (i) :

df(2, 3, 2) = 2 · ∂f
∂x

(2, 3, 2)+3 · ∂f
∂y

(2, 3, 2)+2 · ∂f
∂z

(2, 3, 2) = 9 ·29 +9 ·210 log 2+9 ·210 log 2 log 3.

�

3.12 ΄Εστω f(x, y) = (sinx)cos y.Αν lim
(x,y)→(π4 ,

π
4 )

|f(x, y)−Ax−By − C|√
(x− π

4 )2 + (y − π
4 )2

= 0, τί συµπέρασµα ϐγάζετε για

τους αριθµούς A,B,C;

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = (sinx)cos y = ecos y log sin x και

lim
(x,y)→(π4 ,

π
4 )

|f(x, y)−Ax−By − C|√
(x− π

4 )2 + (y − π
4 )2

= 0.

Υπολογίζουµε διαδοχικά :

(αʹ) ∂f
∂x (x, y) = (sinx)cos y cos y

sin x →
∂f
∂x (π4 ,

π
4 ) = (

√
2

2 )
√

2
2 , για (x, y)→ (π4 ,

π
4 )

(ϐʹ) ∂f
∂y (x, y) = − sin y log(sinx)(sinx)cos y → ∂f

∂y (π4 ,
π
4 ) = − log

√
2

2 · (
√

2
2 )
√

2
2 +1, για (x, y)→ (π4 ,

π
4 ).

΄Εχουµε λοιπόν πως ∂f
∂x (π4 ,

π
4 ), ∂f∂y (π4 ,

π
4 ) συνεχείς στο (π4 ,

π
4 ), άρα η f διαφορίσιµη στο (π4 ,

π
4 ).

∆ηλαδή κατά µοναδικό τρόπο ισχύει ότι

lim
(x,y)→(π4 ,

π
4 )

|f(x, y)− f(π4 ,
π
4 )− ∂f

∂x (π4 ,
π
4 )(x− π

4 )− ∂f
∂y (π4 ,

π
4 )(y − π

4 )|√
(x− π

4 )2 + (y − π
4 )2

= 0

lim
(x,y)→(π4 ,

π
4 )

(sinx)cos y − (
√

2
2 )
√

2
2 x+ log

√
2

2 · (
√

2
2 )
√

2
2 +1y − (

√
2

2 )
√

2
2 + π

4 (
√

2
2 )
√

2
2 − π

4 log
√

2
2 · (

√
2

2 )
√

2
2 +1√

(x− π
4 )2 + (y − π

4 )2
= 0

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι ισχύει το εξής :

A = (

√
2

2
)
√

2
2 , B = − log

√
2

2
· (
√

2

2
)
√

2
2 +1, C = (

√
2

2
)
√

2
2 − (

√
2

2
)
√

2
2
π

4
+
π

4
log

√
2

2
· (
√

2

2
)
√

2
2 +1 .

�

3.13 Σωστό ή Λάθος ; lim
(x,y)→(0,a)

x
√

1− cos(xey)

|x|+ |y − a|
= 0 για κάθε a ∈ R.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = cosxey.

∆είξτε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο (0, a) και µάλιστα lim
(x,y)→(0,a)

cos xey−1√
x2+(y−a)2

= 0.

Θεωρούµε την συνάρτηση g(x, y) = x
√

1−cos xey

|x|+|y−a| =
√

1−cos xey√
x2+(y−a)2

· x
√√

x2+(y−a)2

|x|+|y−a| .

΄Εχουµε λοιπόν πως |x|
|x|+|y−a| ≤ 1⇔ |x

√√
x2+(y−a)2

|x|+|y−a| | ≤
√√

x2 + (y − a)2
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΄Αρα για (x, y)→ (0, a) προκύπτει το εξής :

P = lim
(x,y)→(0,a)

√
1− cosxey√
x2 + (y − a)2

= 0 και Q = lim
(x,y)→(0,a)

x
√√

x2 + (y − a)2

|x|+ |y − a|
= 0 .

΄Αρα τελικά έχουµε ότι lim
(x,y)→(0,a)

x
√

1−cos(xey)

|x|+|y−a| = 0 = P ·Q = 0. �

3.15 ∆ίνεται η συνάρτηση f(x, y) =

{
[1− cos(x2/y)]

√
x2 + y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.∆είξτε ότι η f είναι συνεχής

στο σηµείο (0, 0), δεν είναι διαφορίσιµη στο (0, 0) και υπολογίστε τις κατευθυνόµενες παραγώγους
της f στο (0, 0).

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση συνάρτηση f(x, y) =

{[1−cos x
2

y ]
√
x2+y2, y 6=0

0, y=0

.

(i) ΄Εχουµε ότι |1 − cos x
2

y | ≤ 2 ⇔ |f(x, y)| ≤ 2
√
x2 + y2, άρα lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 = f(0, 0)

δηλαδή η f είναι συνεχής στο (0, 0).
(ii) Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂f
∂x (0, 0) = lim

x→0

f(x,0)−f(0,0)
x = lim

x→0
= 0−0

x = 0.

2. ∂f
∂y (0, 0) = lim

y→0

f(0,y)−f(0,0)
y = lim

y→0

0−0
y = 0.

Θεωρούµε την συνάρτηση g(x, y) =
f(x,y)−f(0,0)− ∂f∂x (0,0)x− ∂f∂y (0,0)y√

x2+y2
= 1 − cos x

2

y .Υπολογίζουµε

διαδοχικά :
1. g(x, x) = 1− cosx→ 0 για x→ 0.
2. g(x, x2) = 1− cos 1→ 1− cos 1 6= 0, αρα lim

(x,y)→(0,0)
g(x, y) δεν υπάρχει.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η f δεν είναι διαφορίσιµη στο (0, 0).
(iii) ΄Εστω ~u = (a, b) µε ‖~u‖ =

√
a2 + b2 = 1.

Θεωρούµε την συνάρτηση h(t) = f(t~u) = f(ta, tb) = |t|(1 − cos ta
2

b )
√
a2 + b2, b 6= 0. Υπολο-

γίζουµε ως εξής, df~u(0, 0) = lim
t→0

h(t)−h(0)
t = lim

t→0

|t|[1−cos ta
2

b ]
√
a2+b2

t = 0.

Αν b = 0 έχουµε πως |a| = 1, δηλαδή ~u = (1, 0) ή ~u = (−1, 0).΄Ετσι υπολογίζουµε ως εξής

df~u(0, 0) = lim
t→0

f(t~u)− f(0, 0)

t
=
∂f

∂t
(0, 0) = 0.

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι ισχύει df~u(0, 0) = 0, για κάθε ~u = (a, b) µε ‖~u‖ = 1.

�

3.16 Μια συνάρτηση µπορεί σε κάποιο σηµείο να έχει µερικές παραγώγους (πρώτης τάξης) αλλά να µην
έχει κατευθυνόµενη παράγωγο σε καµιά άλλη κατεύθυνση (δηλαδή εκτός από τις κατευθυνόµενες των
αξόνων). ∆είξτε το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =

{ xy

x2+y2
, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y) 6=(0,0)

.

΄Εχουµε από την ΄Ασκηση 3.1. τα εξής αποτελέσµατα :

∂f

∂x
(x, y) =

{ y3−yx2

(x2+y2)2
, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

και
∂f

∂y
(x, y) =

{ x3−xy2

(x2+y2)2
, (x,y) 6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.

΄Εστω λοιπόν h(t) = f(t~u) µε ~u = (a, b) και ‖~u‖ =
√
a2 + b2 = 1.Τότε έχουµε ότι ισχύει

lim
t→0

h(t)− h(0)

t
= lim
t→0

ab

t(a2 + b2)
= lim
t→0

ab

t
.

∆ηλαδή το όριο υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός αν και µόνο αν a = 0 ή b = 0.΄Αρα, η f έχει
κατευθυνόµενη παράγωγο στο (0, 0) µόνο στις κατευθύνσεις των αξόνων, ενώ έχει µερικές παραγώγους
στο (0, 0). �

3.17 Μια συνάρτηση µπορεί να έχει κατευθυνόµενες παραγώγους σε κάθε κατεύθυνση-σε κάποιο σηµείο-
και εν τούτοις να µην είναι συνεχής στο σηµείο αυτό.∆είξτε το µε παράδειγµα την συνάρτηση

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Επίσης δείξτε ότι δεν ισχύει ο κανόνας της αλυσίδας-όταν διαφορίσουµε την σύνθεση f(at, bt) ως προς
t για t = 0 (όπου a, b ∈ R µε ab 6= 0).

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =

{ xy2

x2+y4
, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)(0,0)

.

(i) Θεωρούµε την συνάρτηση h(t) = f(t~u) µε ~u = (a, b), ‖~u‖ = 1.

1. Αν a 6= 0, ισχύει ότι df~u(0, 0) = lim
t→0

h(t)−h(0)
t = lim

t→0

f(t~u)−f(0,0)
t = lim

t→0

ab2

a2+t2b4 = b2

a

2. Αν a = 0, ισχύει ότι df~u(0, 0) = lim
t→0

h(t)−h(0)
t = lim

t→0

f(0,tb)−f(0,0)
t = lim

t→0

0−0
t = 0

΄Αρα προκύπτει ότι η f έχει κατευθυνόµενη παράγωγο σε κάθε κατεύθυνση στο (0, 0).

(ii) ΄Εχουµε ότι για (x, y)→ (0, 0) ισχύει ότι f(x, 0) = 0→ 0 και f(x,
√
x) = 1

2 →
1
2 .

΄Αρα δεν υπάρχει το lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) και η f δεν είναι συνεχής στο (0, 0).

(iii) Θεωρούµε την συνάρτηση g(t) = (at, bt) µε g(0) = (0, 0).Για να ισχύει ο κανόνας της αλυσίδας
πρέπει f να είναι παραγωγίσιµη στο g(0) = (0, 0) το οποίο δεν ισχύει αφού f ασυνεχής στο
(0, 0).΄Αρα δεν ισχύει ο κανόνας της αλυσίδας όταν διαφορίσουµε την f(at, bt) ως προς t = 0.

�

3.18 Επαληθεύσατε τον κανόνα της αλυσίδας στις περιπτώσεις : (i) f(x, y) = x3exy
2

, x = t2, y =
sin t, (ii) f(x, y) = xy, x = t2, y = t3 (iii) (log x)y, x = et, y = t.
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Υπόδειξη. (i) Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x, y) = x3exy
2

και g(t) = (t2, sin t).

∆είξτε οι µερικές παραγώγοι της f είναι συνεχείς άρα η f είναι διαφορίσιµη στο g(t) = (t2, sin t)
και ότι η g είναι διαφορίσιµη στο t ∈ R.Τότε εφαρµόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε

df ◦ g
dt

(t) =
∂f

∂x
(t2, sin t)

dt2

dt
(t) +

∂f

∂y
(t2, sin t)

dsin t

dt
(t)

= [(3(t2)2 + t6 sin2 t)et
2 sin2(t)] · 2t+ (2t8 sin tet

2 sin2 t) cos t = et
2 sin2(t)[6t5 + 2t7 sin2 t+ t8 sin 2t].

(ii) Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x, y) = xy = elog x·y και g(t) = (t2, t3).

∆είξτε ότι οι µερικές παράγωγοι της f είναι συνεχείς στο (t2, t3), άρα f διαφορίσιµη στο (t2, t3)
και g(t) διαφορίσιµη για κάθε t 6= 0.Τότε εφαρµόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε

df ◦ g
dt

(t) =
∂f

∂x
(t2, t3)

dt2

dt
(t) +

∂f

∂y
(t2, t3)

dt3

dt
(t) = (t2)t

3

(3t2 log t2 + 2t2).

(iii) Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x, y) = (log x)y και g(t) = (et, t).Τότε εφαρµόζοντας τον κανόνα
της αλυσίδας έχουµε

df ◦ g
dt

=
∂f

∂x
(et, t)

det

dt
(t) +

∂f

∂y
(et, t)

dt

dt
(t) = (

1

et
tt)et + tt log t = tt(log t+ 1).

�

3.19 Θεωρήστε µια C1-συνάρτηση f : Ω→ R ορισµένη σε ένα ανοικτό και κυρτό σύνολο Ω ⊂ Rn.∆είξτε ότι

|f(x)− f(y)| ≤
(

sup
z∈Ω
|∇f(z)|

)
|x− y|,∀x, y ∈ Ω

Υπόδειξη.

΄Εστω µια C1-συνάρτηση f : Ω → R ορισµένη σε ένα ανοικτό και κυρτό σύνολο Ω ⊂ Rn.΄Εστω
x, y ∈ Ω.Αφού το Ω είναι κυρτό ισχύει πως [x, y] ⊂ Ω.Τότε υπάρχει ξ ∈ [x, y] ώστε

f(x)− f(y) = ∇f(ξ) · (x− y)

|f(x)− f(y)| = |∇f(ξ) · (b− a)| ≤ ‖∇(ξ)‖‖b− a‖ ≤ (sup
z∈Ω
|∇f(z)|)|(b− a)|.

Τα x, y ∈ Ω είναι τυχαία, άρα έχουµε τελικά :

|f(x)− f(y)| ≤ (sup
z∈Ω
|∇f(z)|)|(b− a)|, ∀x, y ∈ Ω.

�

3.20 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση z = 2x2+y2,στο σηµείο
(−1, 2, 6).

Υπόδειξη.
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Θεωρουµε την επιφάνεια (C) : f(x, y, z) = 0 µε f(x, y, z) = 2x2 + y2 − z.

Υπολογίζουµε διαδοχικά :

1. ∂f
∂x (x, y, z) = 4x→ ∂f

∂x (−1, 2, 6) = −4

2. ∂f
∂y (x, y, z) = 2y → ∂f

∂y (−1, 2, 6) = 4

3. ∂f
∂z (x, y, z) = −1→ ∂f

∂z (−1, 2, 6) = −1

Τότε προκύπτει άµεσα ότι ∇f(−1, 2, 6) = (∂f∂x (−1, 2, 6), ∂f∂y (−1, 2, 6), ∂f∂z (−1, 2, 6)).

΄Εστω (x, y, z) ∈ (Π) µε (Π) το εφαπτόµενο επίπεδο της C στο (−1, 2, 6).Τότε αφού (−1, 2, 6) ∈
(Π) ισχύει ~k = (x + 1, y − 2, z − 6) ‖ (Π).Γνωρίζουµε πως ∇f(−1, 2, 6) ⊥ (Π) δηλαδή προκύπτει
ότι ∇f(−1, 2, 6) ⊥ ~k.΄Αρα συµπεραίνουµε πως ∇f(−1, 2, 6) · ~k = 0 ⇔ −4x + 4y − z = 6.΄Ετσι
συµπεραίνουµε ότι το Ϲητούµενο επίπεδο είναι το

(Π) : −4x+ 4y − z = 6

�

3.21 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση z2 = 2x2 + y2,στο
σηµείο (−1, 2,

√
6).

Υπόδειξη. Η λύση είναι όµοια µε την ΄Ασκηση 3.20. για την επιφάνεια f(x, y, z) = 2x2 + y2− z2 = 0.

Το Ϲητούµενο επίπεδο είναι το

(Π) : −4x+ 4y + 2
√

6z = 0.

�

3.22 Γράψτε την εξίσωση του επιπέδου του εφαπτόµενου της επιφάνειας µε εξίσωση 2x2 +y2 +5z2 = 16,στο
σηµείο (1,−3, 1).

Υπόδειξη. Η λύση είναι όµοια µε την ΄Ασκηση 3.20. για την επιφάνεια f(x, y, z) = 2x2+y2+5z2−16 =
0.

Το Ϲητούµενο επίπεδο είναι το
(Π) : 4x− 6y + 10z = −4

�

3.23 Θεωρήστε την καµπύλη C στο xyz-χώρο η οποία είναι η τοµή των επιφανειών µε εξισώσεις z = y2−3x2

και z2 +y2 = 2,και γράψτε εξισώσεις για την ευθεία που είναι εφαπτόµενη στην C στο σηµείο (0, 1, 1).

Υπόδειξη. Θεωρούµε τις επιφάνειες f(x, y, z) = −3x2 + y2 − z = 0 και g(x, y, z) = z2 + y2 − 2 = 0.

Με τις συνήθεις πράξεις έχουµε πως ∇f(0, 1, 1) = (0, 2,−1) και ∇g(0, 1, 1) = (0, 2, 2).΄Εχουµε λοι-
πόν πως ∇f(0, 1, 1),∇g(0, 1, 1) είναι κάθετα στις εφαπτόµενες ευθείες των παραπάνω επιφανειών
f(x, y, z) = 0 και g(x, y, z) = 0 στο (0, 1, 1) αντίστοιχα.
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Επίσης γνωρίζουµε ότι ~u = ∇f(0, 1, 1)×∇g(0, 1, 1) ⊥ ∇f(0, 1, 1),∇g(0, 1, 1).΄Αρα το ~u είναι παράλ-
ληλο στην εφαπτόµενη ευθεία της τοµής των επιφανειών.

~u = ∇f(0, 1, 1)×∇g(0, 1, 1) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 2 −1
0 2 2

∣∣∣∣∣∣ = (6, 0, 0).

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι Ϲητούµενη ευθεία είναι η (ε) : {x = 6t, y = 1, z = 1 : t ∈ R}. �

3.24 (Θεώρηµα του Euler) ∆είξτε ότι µια διαφορίσιµη συνάρτηση f : Rn−{0} → R είναι οµογενής ϐαθµού
λ (όπου λ ∈ R),δηλαδή f(tx) = tλf(x) για κάθε x ∈ Rn − {0} και κάθε t > 0,αν και µόνο αν η f

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

(x) = λf(x).

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f : Rn − {0} → R είναι οµογενής ϐαθµού λ (όπου λ ∈ R), δηλαδή
f(tx) = tλf(x),για κάθε x ∈ Rn − {0} και κάθε t > 0.Από το κανόνα της αλυσίδα προκύπτει ότι

df(tx)

dt
=
d(tλf(x))

dt
⇔

n∑
j=1

∂f

∂xj
(tx)

d(txj)

dt
= λtλ−1f(x)⇔

n∑
j=1

xj
∂f

∂xj
(tx) = λtλ−1f(x).

Για t = 1 λοιπόν έχουµε πως
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

(x) = λf(x), δηλαδή το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα, έχουµε πως λf(x) =
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

(x) = ~∇f(x) · ~x.΄Εστω φ(t) = t−λf(tx), t > 0.Τότε

φ′(t) = df(tx)
dt t−λ − λt−λ−1f(tx).

∆ιαδοχικά υπολογίζουµε ως εξής :

1. df(tx)
dt =

n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

(tx) = ~∇f(tx) · ~x

2. λf(tx) = ~∇f(tx) · ~tx = t( ~∇f(tx) · ~x) = tdf(tx)
dt

΄Αρα έχουµε ότι φ′(t) = λ
t f(tx)t−λ − λf(tx)t−λ−1 = 0 ⇔ φ(t) = c.΄Ετσι για t = 1 έχουµε ότι

φ(1) = f(x) = c, άρα f(x) = t−λf(tx), δηλαδή το Ϲητούµενο. �

3.25 Για am ∈ R,θεωρήστε την συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) =
N∑
m=1

am
(x2m

1 +x2m
2 +···+x2m

n )1/2m
και δείξτε ότι

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση:
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

= −f .

Υπόδειξη. Για am ∈ R ϑεωρούµε την συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) =
N∑
m=1

am
(x2m

1 +x2m
2 +···+x2m

n )1/2m
.΄Εστω

t > 0, τότε ισχύει το εξής

f(tx1, tx2, · · · , txn) =

N∑
m=1

am
[(tx1)2m + (tx2)2m + · · ·+ (txn)2m]1/2m

=
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N∑
m=1

am
[t2m(x2m

1 + x2m
2 + · · ·+ x2m

n )]1/2m
=

N∑
m=1

am
t(x2m

1 + x2m
2 + · · ·+ x2m

n )1/2m

= t−1f(x1, x2, · · · , xn)

΄Αρα παρατηρούµε ότι η f είναι οµογενής ϐαθµού −1 και απο την ΄Ασκηση 3.25. ικανοποιεί την

διαφορική εξίσωση
n∑
j=1

xj
∂f
∂xj

= −f . �

3.26 Θεωρήστε µια C1-συνάρτηση g = g(x, y, z) : B → R ορισµένο στο σύνολο

B = {(x, y, z)R3 : x2 + y2 + z2 < 1}

τέτοια ώστε g(0, 0, 0) = 0 και | ∂g∂x (x, y, z)| ≤ 1, |∂g∂y (x, y, z)| ≤ 2, |∂g∂z (x, y, z)| ≤ 3 για κάθε (x, y, z) ∈
B.

Αποδείξτε ότι |g(x, y, z)| ≤
√

14(x2 + y2 + z2) για κάθε (x, y, z) ∈ B.

Υπόδειξη. Θεωρούµε C1 συνάρτηση g = g(x, y, z) : B → R ορισµένη στο σύνολο

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1}

τέτοια ώστε g(0, 0, 0) = 0 και | ∂g∂x (x, y, z)| ≤ 1, |∂g∂y (x, y, z)| ≤ 2, |∂g∂z (x, y, z)| ≤ 3 για κάθε (x, y, z) ∈
B.

Εύκολα αποδεικνύεται πως το B είναι κυρτό άρα από ΄Ασκηση 3.19. ισχύει ότι

|g(x)− g(y)| ≤ sup
z∈B
|∇g(z)| · |x− y|, ∀x, y ∈ B.

΄Οµως ισχύει |∇g(x, y, z)| =
√

∂g
∂x

2
(x, y, z) + ∂g

∂y

2
(x, y, z) + ∂g

∂z

2
(x, y, z) ≤

√
12 + 22 + 32 =

√
14

∆ηλαδή για κάθε (x, y, z) ∈ B συµπεραίνουµε ότι ισχύει το εξής :

|g(x, y, z)− g(0, 0, 0)| ≤ sup
z∈b
|∇g(z)| · |(x, y, z)| ≤

√
14(x2 + y2 + z2

⇔ |g(x, y, z)| ≤
√

14(x2 + y2 + z2)

�

3.27 ΄Εστω f(x, y, z) = z(sinx)cos y.Βρείτε αριθµούς A,B,C,D τέτοιους ώστε

lim
(x,y,z)→(π/4,π/4,1)

|f(x, y, z)−Ax−By − Cz −D|√
(x− π/4)2 + (y − π/4)2 + (z − 1)2

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = z(sinx)cos y.Υπολογίζοντας διαχικά έχουµε ότι

1. ∂f
∂x (x, y, z) = z cosx cos y(sinx)cos y−1 → ∂f

∂x (π4 ,
π
4 , 1) = (

√
2

2 )
√

2/2+1

2. ∂f
∂y (x, y, z) = −z log(sinx) sin y sinxcos y → ∂f

∂y (π4 ,
π
4 , 1) = − log

√
2

2 (
√

2
2 )
√

2/2+1

3. ∂f
∂z (x, y, z) = sinxcos y → ∂f

∂z (π4 ,
π
4 , 1) = (

√
2

2 )
√

2/2
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οι οποίες είναι συνεχείς στο (π4 ,
π
4 , 1), άρα η f είναι διαφορίσιµη στο (π4 ,

π
4 , 1).

΄Αρα γνωρίζουµε ότ πρέπει να ισχύει το εξής :

lim
(x,y,z)→(π4 ,

π
4 ,1)

|f(x, y, z)− f(π4 ,
π
4 , 1)− ∂f

∂x (π4 ,
π
4 , 1)(x− π

4 )− ∂f
∂y (π4 ,

π
4 , 1)(y − π

4 )− ∂f
∂z (π4 ,

π
4 , 1)(z − 1)|√

(x− π
4 )2 + (y − π

4 )2 + (z − 1)2
= 0

και λόγω της µοναδικότητας του ορισµού της διαφόρισης έχουµε ότι

(α) A = (
√

2
2 )
√

2/2+1

(ϐ) B = − log
√

2
2 (
√

2
2 )
√

2/2+1

(γ) Γ = (
√

2
2 )
√

2/2

(δ) ∆ = π
4 log

√
2

2 (
√

2
2 )
√

2/2+1 − π
4 (
√

2
2 )
√

2/2+1

�



Κεφάλαιο 4

∆ιαφορικός Λογισµός στον Rn (ii)

4.1 Ασκήσεις

4.1 Θεωρήστε την συνάρτηση f(t, x, y) = 1
t e
−(x2+y2)/4t, (x, y) ∈ R2, t > 0, και υπολογίστε την ποσότητα

∂f

∂t
−
(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)
.

4.2 Για a > 0 ϑεωρήστε την συνάρτηση fa : R2 → R2 που ορίζεται ως εξής :

f(x, y) =

{ xy
(x2+y2)a (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Για ποιές τιµές του a είναι fa συνεχής στο σηµείο (0, 0);Και για ποιές είναι διαφορίσιµη στο (0, 0);

4.3 Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R2 → R µε

f(x, y) =

{ xy√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

είναι συνεχής και ότι ∂f
∂x (0, 0) = ∂f

∂y (0, 0) = 0.Επίσης δείξτε ότι οι κατευθυνόµενες παράγωγοι
∂~uf(0, 0) δεν υπάρχουν σε καµία κατεύθυνση ~u = a~i + b~j µε ab 6= 0.Τέλος δείξτε οτι η συνάρ-
τηση f είναι Lipschitz και µάλιστα |f(x1, y1) − f(x2, y2)| ≤

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 για κάθε

(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

4.4 Θεωρήστε τον δίσκο ∆ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : ∆̄ → R, οποία να είναι κλάσεως C2 στο ∆,να ικανοποιέι την ανισότητα fxxfyy − f2

xy < 0 στα
σηµεία του ∆,και η οποία να είναι σταθερή στον κύκλο K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

4.5 Αποδείξτε τον κανόνα της αλυσίδας.

4.1.1. ΄Εστω g : I → Ω µια συνάρτηση,όπου I ⊂ R είναι ένα ανοικτό διάστηµα και Ω είναι ένα
ανοικτό υποσύνολο του Rn,καθώς και µια συνάρτηση f : Ω → R.Αν t είναι η µεταβλητή στο I και
x = (x1, x2, · · · , xn) η µεταβλητή στο Ω,η σύνθεση f ◦ g απεικονίζει το t στο

h(t) = f(g(t)) = f(g1(t), g2(t), · · · , gn(t)) και
dh

dt
=

∂f

∂x1

dg1

dt
+

∂f

∂x2

dg2

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn

dgn
dt

.
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Ακριβέστερα αν η συνάρτηση g είναι διαφορίσιµη σε ένα σηµείο τ ∈ I και η συνάρτηση f είναι διαφο-
ϱίσιµη στο σηµείο g(τ),τότε είναι διαφορίσιµη η σύνθεση f ◦ g στο σηµείο τ και

dh

dt
(τ) =

d(f ◦ g)

dt
(τ) =

∂f

∂x1
(g(τ))

dg1

dt
(τ) +

∂f

∂x2
(g(τ))

dg2

dt
(τ) + · · ·+ ∂f

∂xn
(g(τ))

dgn
dt

(τ).

4.6 Για την συνάρτηση

f(x, y) =

{
xy x

2−y2
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

υπολογίστε τις παραγώγους :

∂f
∂x (x, y) =

{
y(x4−y4+4x2y2)

(x2+y2)2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
και ∂f∂y (x, y) =

{
x(x4−y4−4x2y2)

(x2+y2)2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Συµπεράνατε ότι f ∈ C1(R2).Εν συνεχεία δείξτε ότι ∂2f
∂y∂x (0, 0) 6= ∂2f

∂x∂y .

4.7 Θεωρήστε µια συνάρτηση φ ∈ C∞(R2 − {(0, 0)}) έτσι ώστε οι συναρτήσεις φ, xφx και yφy να είναι
ϕραγµένες-κοντά στο (0, 0)-και επιπλέον να ισχύει lim

y→0
( lim
x→0

φ(x, y)) 6= lim
x→0

( lim
y→0

φ(x, y)).

΄Εν συνεχεία ορίστε

f(x, y) =

{
xyφ(x, y) (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

και δείξτε ότι f ∈ C1(R2).Επίσης δείξτε ότι fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

4.8 Αποδείξτε το Θεωρηµα:

4.1.2. ΄Εστω f : Ω→ R µια συνάρτηση ορισµένη στο ανοικτό σύνολο Ω ⊂ R2 για την οποία υποθέτουµε
ότι υπάρχουν οι παράγωγοι

∂f
∂x : Ω→ R ∂f

∂y : Ω→ R ∂
∂y (∂f∂x ) : Ω→ R και ∂

∂x (∂f∂y ) : Ω→ R.

Αν επιπλέον οι συναρτήσεις ∂
∂y (∂f∂x ), ∂∂y (∂f∂x ) είναι συνεχείς σε ένα σηµείο (a, b) του Ω, τότε

∂

∂y
(
∂f

∂x
)(a, b) =

∂

∂x
(
∂f

∂y
)(a, b).

4.9 ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f(x, y) έτσι ώστε οι συναρτήσεις ∂
∂y (∂f∂x ), ∂∂x (∂f∂y ) να είναι συνεχείς ενώ

οι συναρτήσεις ∂2f
∂x2 και ∂

2f
∂y2 να είναι ασυνεχείς.

4.10 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x, y) = log
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ικανοποιεί την διαφορική

εξίσωση του Laplace :
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

4.11 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) = 1

(x2
1+x2

2+···+x2
n)
n
2
−1 , (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn−{0},ικανοποιεί

την διαφορική εξίσωση του Laplace :

∂2f

∂x2
1

+
∂2f

x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
n

= 0 (n ≥ 3).
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4.12 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(t, x1, x2, · · · , xn) = 1
tn/2

e−(x2
1+x2

2+···+x2
n)/4t, (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, t > 0,

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση της ϑερµότητας :

∂f

∂t
=
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
n

.

4.13 ∆είξτε ότι αν µια C2 συνάρτηση f : Rn − {0} → R είναι οµογενής ϐαθµού λ (όπου λ ∈ R),δηλαδή
f(tx) = tλf(x) για κάθε x ∈ Rn − {0} και κάθε t > 0, τότε

∑
1≤k,j≤n

xkxj
∂2f

∂xj∂xk
(x) = λ(λ− 1)f(x).

4.14 ∆είξτε ότι αν f ∈ C2(R) και g ∈ C1(R) τότε η συνάρτηση

u(x, t=
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t
g(s)ds, x ∈ R, t ≥ 0

ικανοποιεί τα εξής :∂
2u
∂t2 = ∂2u

∂x2 (κυµατική εξίσωση), u(x, 0) = f(x) και ∂u∂t (x, 0) = g(x).

4.15 ∆είξτε ότι µε τον µετασχηµατισµό x = r cos θ, y = r sin θ, η ποσότητα ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 γίνεται

∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2

∂2f

∂θ2
.

Βρείτε επίσης έναν ανάλογο τύπο για την ποσότητα (∂f∂x )2 + (∂f∂y )2.

4.16 ∆είξτε ότι µε τον µετασχηµατισµό x = r cos θ, y = r sinφ sin θ, z = r cosφ, ισχύει :

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=
∂2f

∂r2
+

2

r

∂f

∂r
+

1

r2 sin2 φ

∂2f

∂θ2
+

1

r2

∂2f

∂φ2
+

cotφ

r2

∂f

∂φ
.

4.17 ∆είξτε ότι αν u = f(x− λt) + g(x− λt) (µε f, g ∈ C2 και λ είναι µια σταθερά 6= 0) τότε

∂2u

∂x2
=

1

λ2

∂2u

∂t2
.

4.18 ∆είξτε ότι αν u = f(x+ g(y)) (µε f, g ∈ C2) τότε uxuxy = uyuxx.

4.19 Θεωρήστε την συνάρτηση φ(x, y) = x ∂
∂x

[(
x4−y4
x4+y4

)]
ορισµένη για (x, y) 6= (0, 0).Υπάρχει το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

φ(x, y); Είναι σωστό ότι sup
0<x2+y2≤1

|φ(x, y)| <∞ ;
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4.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

4.1 Θεωρήστε την συνάρτηση f(t, x, y) = 1
t e
−(x2+y2)/4t, (x, y) ∈ R2, t > 0, και υπολογίστε την ποσότητα

∂f

∂t
−
(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)
.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(t, x, y) = 1
t e
−(x2+y2)/4t, (x, y) ∈ R2, t > 0.Υπολογίζουµε

διαδοχικά ως εξής :

1. ∂f
∂t (t, x, y) = e−(x2+y2)/4t(x

2+y2

4t3 − 1
t2 )

2. ∂f
∂x (t, x, y) = −x

2t2 e
−(x2+y2)/4t → ∂2f

∂x2 (t, x, y) = (x
2−2t
4t3 )e−(x2+y2)/4t

3. ∂f
∂y (t, x, y) = −y

2t2 e
−(x2+y2)/4t → ∂2f

∂y2 (t, x, y) = (y
2−2t
4t3 )e−(x2+y2)/4t

Μέσω τον παραπάνω προκύπτει άµεσα ότι

∂f

∂x
(t, x, y)− (

∂2f

∂x2
(t, x, y)− ∂2f

∂y2
(t, x, y)) = 0.

�

4.2 Για a > 0 ϑεωρήστε την συνάρτηση fa : R2 → R2 που ορίζεται ως εξής :

f(x, y) =

{ xy
(x2+y2)a (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Για ποιές τιµές του a είναι fa συνεχής στο σηµείο (0, 0);Και για ποιές είναι διαφορίσιµη στο (0, 0);

Υπόδειξη. Η λύση είναι όµοια µε την ΄Ασκηση 3.8. �

4.3 Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R2 → R µε

f(x, y) =

{ xy√
x2+y2

(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

είναι συνεχής και ότι ∂f
∂x (0, 0) = ∂f

∂y (0, 0) = 0.Επίσης δείξτε ότι οι κατευθυνόµενες παράγωγοι
∂~uf(0, 0) δεν υπάρχουν σε καµία κατεύθυνση ~u = a~i + b~j µε ab 6= 0.Τέλος δείξτε οτι η συνάρ-
τηση f είναι Lipschitz και µάλιστα |f(x1, y1) − f(x2, y2)| ≤

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 για κάθε

(x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f : R2 → R2 µε f(x, y) =

{ xy√
x2+y2

, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.

(i) Η f είναι συνεχής για κάθε (x, y) 6= (0, 0).Για (x, y)→ (0, 0) έχουµε ότι ισχύει το εξής :

|xy|√
x2 + y2

≤ x2 + y2√
x2 + y2

=
1

2

√
x2 + y2 → 0.

΄Αρα προκύπτει ότι lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0, δηλαδή η f είναι συνεχής στο (0, 0).
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(ii) Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂f
∂x (0, 0) = lim

(x,y)→(0,0)

f(x,0)−f(0,0)
x = lim

(x,y)→(0,0)

0−0
x = 0 ,

2. ∂f
∂y (0, 0) = lim

(x,y)→(0,0)

f(0,y)−f(0,0)
y = lim

(x,y)→(0,0)

0−0
y = 0

(iii) ΄Εστω ~u = (a, b), ‖~u‖ = 1 και ϑεωρούµε την συνάρτηση h~u(t) = f(t~u) = f(ta, tb).΄Εχουµε

lim
t→0

h~u(t)− h~u(0)

t
= lim
t→0

tab

|t|
.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι το όριο υπάρχει αν και µόνο αν ab = 0.

(iv) Για (xi, yi) 6= (0, 0) υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής

1. ∂f
∂x (x, y) = y3−yx2

(x2+y2)3/2
,

2. ∂f
∂y (x, y) = x3−xy2

(x2+y2)3/2
.

Τότε έχουµε ~∇f(x, y) = ( y3−yx2

(x2+y2)3/2
, x3−xy2

(x2+y2)3/2
) και µάλιστα προκύπτει το εξής :

‖ ~∇f(x, y)‖ =

√
x6 + y6 − x2y4 − x4y2

x6 + y6 + 3y2x4 + 3y4x2
≤ 1.

΄Αρα είναι σαφές ότι sup
z∈R2−{(0,0)}

(‖ ~∇f(z)‖) ≤ 1.Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 3.20. έχουµε πως

για κάθε (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 − {(0, 0)} ισχύει ότι

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ sup (‖ ~∇f(z)‖)
√

(y1 − y2)2 + (x1 − x2)2

΄Αρα έχουµε ότι η f είναι Lipshitz και µάλιστα |f(x1, y1)−f(x2, y2)| ≤
√

(y1 − y2)2 + (x1 − x2)2.

Αν κάποιο (xi, yi) = (0, 0) τότε η ανισότητα ισχύει µε τη όµοια µε το ερωτήµα (i).

�

4.4 Θεωρήστε τον δίσκο ∆ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}.Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : ∆̄ → R, οποία να είναι κλάσεως C2 στο ∆,να ικανοποιέι την ανισότητα fxxfyy − f2

xy < 0 στα
σηµεία του ∆,και η οποία να είναι σταθερή στον κύκλο K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : ∆ → R, που να ικανοποιεί τις παραπάνω προ-
ϋποθέσεις.Το ∆ είναι συµπαγές ως κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του R2, άρα από την ΄Ασκηση
2.10 (4), έχουµε ότι η f έχει min και max.Από την αρχική υπόθεση κάθε σηµείο στο ∆ είναι σαγµα-
τικό, άρα min f,max f ∈ K.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η f είναι σταθερή, το οποίο είναι άτοπο, αφού
κάθε σηµείο του ∆ είναι σαγµατικό. �

4.5 Αποδείξτε τον κανόνα της αλυσίδας.

4.2.1. ΄Εστω g : I → Ω µια συνάρτηση,όπου I ⊂ R είναι ένα ανοικτό διάστηµα και Ω είναι ένα
ανοικτό υποσύνολο του Rn,καθώς και µια συνάρτηση f : Ω → R.Αν t είναι η µεταβλητή στο I και
x = (x1, x2, · · · , xn) η µεταβλητή στο Ω,η σύνθεση f ◦ g απεικονίζει το t στο

h(t) = f(g(t)) = f(g1(t), g2(t), · · · , gn(t)) και
dh

dt
=

∂f

∂x1

dg1

dt
+

∂f

∂x2

dg2

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn

dgn
dt

.
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Ακριβέστερα αν η συνάρτηση g είναι διαφορίσιµη σε ένα σηµείο τ ∈ I και η συνάρτηση f είναι διαφο-
ϱίσιµη στο σηµείο g(τ),τότε είναι διαφορίσιµη η σύνθεση f ◦ g στο σηµείο τ και

dh

dt
(τ) =

d(f ◦ g)

dt
(τ) =

∂f

∂x1
(g(τ))

dg1

dt
(τ) +

∂f

∂x2
(g(τ))

dg2

dt
(τ) + · · ·+ ∂f

∂xn
(g(τ))

dgn
dt

(τ).

Υπόδειξη. ΄Εστω g : I → Ω, I ⊂ R,Ω ⊂ Rn ανοικτό και f : Ω → R.Η f είναι διαφορίσιµη στο
a = g(τ), άρα είναι σαφές ότι

f(x) = f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai) + o(|x− a|) ,

όπου o(|x−a|)
|x−a| → 0, για x→ a. Για x = g(t) έχουµε ότι ισχύει το εξής :

f(g(t)) = f(g(τ)) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(g(τ))(gi(t)− gi(τ)) + o(|g(t)− g(τ)|) ,

όπου o(|g(t)−g(τ)|)
|g(t)−g(τ)| → 0 µε t → τ .Τότε έχουµε ότι gi(t) − gi(τ) = g′i(τ)(t − τ) + oi(|t − τ |), όπου

oi(|t−τ |)
t−τ → 0 για t→ τ .΄Αρα προκύπτει το εξής :

f(g(t)) = f(g(τ)) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(g(τ))g′i(τ) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(g(τ))oi(|t− τ |) + o(|g(t)− g(τ)|).

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

n∑
i=1

∂f
∂xi

(g(τ))oi(|t− τ |) + o(|g(t)− g(τ)|)

|t− τ |
→ 0 για t→ τ .Υπολογίζουµε

διαδοχικά ως εξής :

1. o(|g(t)−g(τ)|)
|t−τ | = o(|g(t)−g(τ)|)

|g(t)−g(τ)| ·
|g(t)−g(τ)|
|t−τ | → 0 · |g′(τ)| = 0 για t→ τ .

2.
∂f
∂xi

(g(τ))oi(|t−τ |)
|t−τ | → 0, ∀i = 1, 2, · · · , n⇔

n∑
i=1

∂f
∂xi

(g(τ))oi(|t−τ |)

|t−τ | → 0 .

΄Αρα συµπεραίνουµε ότι

n∑
i=1

∂f
∂xi

(g(τ))oi(|t−τ |)+o(|g(t)−g(τ)|)

|t−τ | → 0 για t→ τ .΄Ετσι προκύπτει το Ϲητούµενο,
δηλαδή

df ◦ g
dt

(τ) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(g(τ))g′i(τ).

�

4.6 Για την συνάρτηση

f(x, y) =

{
xy x

2−y2
x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

υπολογίστε τις παραγώγους :

∂f
∂x (x, y) =

{
y(x4−y4+4x2y2)

(x2+y2)2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
και ∂f∂y (x, y) =

{
x(x4−y4−4x2y2)

(x2+y2)2 (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
.

Συµπεράνατε ότι f ∈ C1(R2).Εν συνεχεία δείξτε ότι ∂2f
∂y∂x (0, 0) 6= ∂2f

∂x∂y .
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =

{xy x2−y2
x2+y2

, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.

(i) Θα εξετάζουµε τις εξής περιπτώσεις.Για (x, y) 6= (0, 0) έχουµε τους εξής υπολογισµούς :

1. ∂f
∂x (x, y) = y(x4−y4+4x2y2)

(x2+y2)2

2. ∂f
∂y (x, y) = x(x4−y4−4x2y2)

(x2+y2)2

Για (x, y) = (0, 0)έχουµε τους εξής υπολογισµούς :

1. ∂f
∂x (0, 0) = lim

x→0

f(x,0)−f(0,0)
x = lim

x→0

0−0
x = 0 ,

2. ∂f
∂y (0, 0) = lim

y→0

f(0,y)−f(0,0)
x = lim

y→0

0−0
x = 0 .

΄Ετσι καταλήγουµε στα εξής αποτελέσµατα :

∂f

∂x
(x, y) =

{ y(x4−y4+4x2y2)

(x2+y2)2
, (x,y) 6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

και
∂f

∂y
(x, y) =

{ x(x4−y4−4x2y2)

(x2+y2)2
, (x,y)6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.

(ii) ΄Εχουµε ότι η ∂f
∂x είναι συνεχής για κάθε (x, y) 6= (0, 0).Τώρα παρατηρήστε ότι ισχύει το εξής

|x
4 − y4 + 4x2y2

(x2 + y2)2
| ≤ 1⇔ |∂f

∂x
(x, y)| ≤ |y| → 0 ,

για (x, y)→ (0, 0).΄Αρα η ∂f
∂x είναι συνεχής στο (0, 0), δηλαδή είναι συνεχής στο R2.Οµοίως δείξτε

ότι η ∂f
∂y είναι συνεχής στο R2.΄Ετσι έχουµε πως ∂f

∂x ,
∂f
∂y συνεχής στο R2, άρα f ∈ C1(R2).

(iii) Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂
∂y (∂f∂x )(0, 0) = ∂2f

∂y∂x (0, 0) = lim
y→0

∂f
∂x (0,y)− ∂f∂x (0,0)

y = −1

2. ∂
∂x (∂f∂y )(0, 0) = ∂2f

∂x∂y (0, 0) = lim
x→0

∂f
∂y (x,0)− ∂f∂y (0,0)

x = 1

΄Αρα έχουµε ότι ∂2f
∂x∂y (0, 0) = 1 6= −1 = ∂2f

∂y∂x (0, 0), δηλαδή το Ϲητούµενο.

�

4.7 Θεωρήστε µια συνάρτηση φ ∈ C∞(R2 − {(0, 0)}) έτσι ώστε οι συναρτήσεις φ, xφx και yφy να είναι
ϕραγµένες-κοντά στο (0, 0)-και επιπλέον να ισχύει lim

y→0
( lim
x→0

φ(x, y)) 6= lim
x→0

( lim
y→0

φ(x, y)).

΄Εν συνεχεία ορίστε

f(x, y) =

{
xyφ(x, y) (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

και δείξτε ότι f ∈ C1(R2).Επίσης δείξτε ότι fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

Υπόδειξη. Θεωρούµε µια συνάρτηση φ ∈ C∞(R2 − {(0, 0)}) έτσι ώστε οι συναρτήσεις φ, xφx, yφy
ϕραγµένες-κοντά στο (0, 0) και επιπλέον να ισχύει lim

x→0
lim
y→0

φ(x, y) 6= lim
y→0

lim
x→0

φ(x, y).

Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =

{xyφ(x,y), (x,y) 6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.
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(i) Για (x, y) 6= (0, 0) έχουµε ότι ∂f∂x (x, y) = y(φ(x, y) + xφx(x, y)) η οποία είναι συνεχής για κάθε
(x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}.΄Οµως φ, xφx είναι ϕραγµένες κοντα στο (0, 0), άρα υπάρχουνM1,M2 > 0
ώστε κοντα στο (0, 0) ισχύει |φ(x, y)| ≤M1 και |xφx(x, y)| ≤M2.΄Ετσι έχουµε

|∂f
∂x

(x, y)| = |y(φ(x, y) + xφx(x, y))| ≤ |y|(M1 +M2).

΄Αρα για (x, y) → (0, 0) προκύπτει ότι lim
(x,y)→(0,0)

∂f
∂x (x, y) = 0. Επίσης έχουµε ότι ισχύει

∂f
∂x (0, 0) = lim

x→0

f(x,0)−f(0,0)
x = lim

x→0

0−0
x = 0.΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η ∂f

∂x είναι συνεχής στο

R2.Οµοίως δείξτε ότι η ∂f
∂y είναι συνεχής στο R2, δηλαδή ότι f ∈ C1(R2).

(ii) Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. fxy(0, 0) = lim
x→0

∂f
∂y (x,0)− ∂f∂y (0,0)

x = lim
x→0

φ(x, 0) = lim
x→0

lim
y→0

φ(x, y) ,

2. fyx(0, 0) = lim
y→0

∂f
∂x (0,y)− ∂f∂x (0,0)

y = lim
y→0

φ(0, y) = lim
y→0

lim
x→0

φ(x, y) .

΄Ετσι προκύπτει ότι lim
x→0

lim
y→0

φ(x, y) 6= lim
y→0

lim
x→0

φ(x, y) ⇔ fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0), δηλαδή το Ϲητο-

ύµενο.

�

4.8 Αποδείξτε το Θεωρηµα:

4.2.2. ΄Εστω f : Ω→ R µια συνάρτηση ορισµένη στο ανοικτό σύνολο Ω ⊂ R2 για την οποία υποθέτουµε
ότι υπάρχουν οι παράγωγοι

∂f
∂x : Ω→ R, ∂f

∂y : Ω→ R, ∂
∂y (∂f∂x ) : Ω→ R και ∂

∂x (∂f∂y ) : Ω→ R.

Αν επιπλέον οι συναρτήσεις ∂
∂y (∂f∂x ), ∂∂y (∂f∂x ) είναι συνεχείς σε ένα σηµείο (a, b) του Ω, τότε

∂

∂y
(
∂f

∂x
)(a, b) =

∂

∂x
(
∂f

∂y
)(a, b)

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση

S(∆x,∆y) = f(a+ ∆x, b+ ∆y)− f(a+ ∆x, b)− f(a, b+ ∆y) + f(a, b).

Σταθεροποιούµε τα b και ∆y και ϑεωρούµε την συνάρτηση g(x) = f(x, b+ ∆y)− f(x, b).

Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. για την g στο διάστηµα [a, a+ ∆x].Τότε υπάρχει x′ ∈ (a, a+ ∆x) ώστε

∂f

∂x
(x′, b+ ∆y)− ∂f

∂y
(x′, b) =

S(∆x,∆y)

∆x
,

Για την συνάρτηση

h(y) =
∂f

∂x
(x′, y + ∆)− ∂f

∂x
(x′, y)

εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. στο [b, b+ ∆y], άρα υπάρχει y′ ∈ (b, b+ ∆y) ώστε

∂2f

∂y∂x
(x′, y′) =

∂f
∂x (x′, b+ ∆y)− ∂f

∂x (x′, b)

∆y
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΄Οµως για (∆x,∆y)→ (0, 0) έχουµε x′ → a και y′ → b άρα προκύπτει η εξής σχέση :

∂2f

∂y∂x
(a, b) = lim

(∆x,∆y)→(0,0)

S(∆x,∆y)

∆x∆y
.

Οµοίως λοιπόν δείξτε ότι ισχύει ∂2f
∂x∂y (a, b) = lim

(∆x,∆y)→(0,0)

S(∆x,∆y)
∆x∆y .΄Ετσι τελικά έχουµε πως ισχύει

∂2f

∂x∂y
(a, b) =

∂2f

∂y∂x
(a, b).

�

4.9 ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f(x, y) έτσι ώστε οι συναρτήσεις ∂
∂y (∂f∂x ), ∂∂x (∂f∂y ) να είναι συνεχείς, ενώ

οι συναρτήσεις ∂2f
∂x2 και ∂

2f
∂y2 να είναι ασυνεχείς.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι µια συνάρτηση µε συνεχείς ∂f2

∂x∂y ,
∂f2

∂y∂x και ασυνεχείς ∂f2

∂x2 ,
∂f2

∂y2 είναι η συνάρτηση

f(x, y) =

{xy x2−y2
x2+y2

, (x,y) 6=(0,0)

0, (x,y)=(0,0)

.

�

4.10 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x, y) = log
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ικανοποιεί την διαφορική

εξίσωση του Laplace :
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = log
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}.Υπολογίζουµε

διαδοχικά :

1. ∂f
∂x (x, y) = x

x2+y2 και ∂
2f
∂x2 (x, y) = y2−x2

(x2+y2)2 ,

2. ∂f
∂y (x, y) = y

x2+y2 και ∂
2f
∂y2 (x, y) = x2−y2

(x2+y2)2 .

΄Ετσι µέσω των παραπάνω είναι σαφές ότι ισχύει η Ϲητούµενη σχέση, δηλαδή ισχύει το εξής :

∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) = 0 .

�

4.11 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) = 1

(x2
1+x2

2+···+x2
n)
n
2
−1 , (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn−{0},ικανοποιεί

την διαφορική εξίσωση του Laplace :

∂2f

∂x2
1

+
∂2f

x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
n

= 0 (n ≥ 3) .
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) = 1
(x2

1+x2
2+···+x2

n)n/2−1 = (
n∑
i=1

x2
i )

1−n/2.

Τότε µέσω υπολογισµών συµπεραίνουµε ότι ισχύει η εξής σχέση :

∂f

∂xi
(x, y) = (2− n)xi(

n∑
i=1

x2
i )
−n/2 .

Ακόµη έχουµε ότι
∂2f

∂x2
i

(x, y) =
(2− n)(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − (n− 1)x2
i )

(
n∑
i=1

x2
i )
n/2+1

.

΄Ετσι τελικά έχουµε την Ϲητούµενη σχέση, δηλαδή ισχύει το εξής :

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(x, y) =

n∑
i=1

(2− n)(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − (n− 1)x2

i )

(
n∑
i=1

x2
i )
n/2+1

=

(2− n)[(n− 1)
n∑
i=1

x2
i − (n− 1)

n∑
i=1

x2
i ]

(
n∑
i=1

x2
i )
n/2+1

= 0

�

4.12 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(t, x1, x2, · · · , xn) = 1
tn/2

e−(x2
1+x2

2+···+x2
n)/4t, (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, t > 0,

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση της ϑερµότητας :

∂f

∂t
=
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
n

.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(t, x1, · · · , xn) = 1
tn/2

e−(x2
1+x2

2+···+x2
n)/4t. Θεωρούµε x =

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, όπου έχουµε ότι ισχύει |x|2 = x2
1 + · · · + x2

n.Υπολογίζουµε λοιπόν διαδο-
χικά ως εξής :

1. ∂f
∂t (t, x1, · · · , xn) = e−|x|

2/4t

tn/2
(−2nt+|x|2

4t2 )

2. ∂2f
∂x2
i
(t, x1, · · · , xn) = e−|x|

2/4t

tn/2
(
−2t+x2

i

4t2 )

΄Αρα µέσω των παραπάνω έχουµε πως

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

(t, x1, · · · , xn) =

n∑
i=1

e−|x|
2/4t

tn/2
(
−2t+ x2

i

4t2
) =

e−|x|
2/4t

tn/2
(
−2nt+ |x|2

4t2
) =

∂f

∂t
(t, x1, · · · , xn).

�

4.13 ∆είξτε ότι αν µια C2 συνάρτηση f : Rn − {0} → R είναι οµογενής ϐαθµού λ (όπου λ ∈ R), δηλαδή
f(tx) = tλf(x) για κάθε x ∈ Rn − {0} και κάθε t > 0, τότε∑

1≤k,j≤n

xkxj
∂2f

∂xj∂xk
(x) = λ(λ− 1)f(x)
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f : Rn−{(0, 0)} → R, f ∈ C2 η οποία είναι οµογενής λ ϐαθµού
µε λ ∈ R, δηλαδή f(tx) = tλf(x), για κάθε x ∈ R2−{(0, 0)} µε t > 0.Υπολογίζουµε λοιπόν ως εξής :

d(f(tx))

dt
= λtλ−1f(x)⇔

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tx)xi = λtλ−1f(x) .

΄Ετσι διαφορίζοντας ξανά έχουµε πως
d(

n∑
i=1

∂f
∂xi

(tx)xi)

dt
= λ(λ − 1)tλ−2f(x).΄Ετσι από τον κανόνα της

αλυσίδας ισχύει

d(
n∑
i=1

∂f
∂xi

(tx)xi)

dt
=

n∑
j=1

∂

∂xj
(
∂f

∂x1
)(tx)xjx1 + · · ·+

n∑
j=1

∂

∂xj
(
∂f

∂xn
)(tx)xjxn

=
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)(tx)xjxi = λ(λ− 1)tλ−2f(x).

΄Αρα ϑέτοντας για t = 1 τελικά έχουµε πως∑
1≤i,j≤n

∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)(x)xjxi = λ(λ− 1)f(x) .

�

4.14 ∆είξτε ότι αν f ∈ C2(R) και g ∈ C1(R) τότε η συνάρτηση

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t
g(s)ds, x ∈ R, t ≥ 0

ικανοποιεί τα εξής : ∂2u
∂t2 = ∂2u

∂x2 (κυµατική εξίσωση), u(x, 0) = f(x) και ∂u∂t (x, 0) = g(x).

Υπόδειξη. Αν f ∈ C2(R) και g ∈ C1(R), τότε ϑεωρούµε την συνάρτηση

u(x, t) =
1

2
[f(x+ t) + f(x− t)] +

1

2

x+t∫
x−t

g(s)ds, x ∈ R, t ≥ 0

(i) Για την απόδειξη του Ϲητούµενου αρχικά υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂u
∂t (x, t) = 1

2 [f ′(x + t) − f ′(x − t)] + 1
2 [g(x + t) + g(x − t)] και έτσι έχουµε ∂2u

∂t2 (x, t) =
1
2 [f ′′(x+ t) + f ′′(x− t)] + 1

2 [g′(x+ t)− g′(x− t)] ,
2. ∂u

∂x (x, t) = 1
2 [f ′(x + t) + f ′(x − t)] + 1

2 [g(x + t) − g(x − t)] και έτσι έχουµε ∂2u
∂x2 (x, t) =

1
2 [f ′′(x+ t) + f ′′(x− t)] + 1

2 [g′(x+ t)− g′(x− t)] .
Τελικά µέσω των παραπάνω σχέσεων ισχύει ότι η συνάρτηση u ικανοποιεί την εξίσωση

∂2u

∂t2
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t)

γνωστή ως κυµατική εξίσωση.

(ii) Το Ϲητούµενο είναι άµεσο µέσω της αντικατάστασης t = 0 .
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4.15 ∆είξτε ότι µε τον µετασχηµατισµό x = r cos θ, y = r sin θ, η ποσότητα ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 γίνεται

∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2

∂2f

∂θ2
.

Βρείτε επίσης έναν ανάλογο τύπο για την ποσότητα (∂f∂x )2 + (∂f∂y )2.

Υπόδειξη.

΄Εστω η απεικόνιση f(x, y) και ο µετασχηµατισµός x = r cos θ και y = r sin θ .Από τον κανόνα της
αλυσίδας έχουµε λοιπόν πως

∂f

∂r
=
∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ (i)

όπου έπεται ότι
∂f2

∂r2
=
∂f2

∂x2
cos2 θ + 2

∂f2

∂x∂y
sin θ cos θ +

∂f2

∂y2
sin2 θ (ii)

Ακόµη έχουµε ότι
∂f

∂θ
= −r sin θ

∂f

∂x
+ r cos θ

∂f

∂y
(iii)

όπου έπεται ότι

∂f2

∂θ2
= r2 sin2 θ

∂f2

∂x2
− 2r2 cos θ sin θ

∂f2

∂x∂y
+ r2 cos2 θ

∂f2

∂y2
− r cos θ

∂f

∂x
− r sin θ

∂f

∂y
(iv)

Μέσω των σχέσεων (i),(ii),(iv) ισχύει το εξής :

∂f2

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2

∂f2

∂θ2
=
∂f2

∂x2
+
∂f2

∂y2

Τέλος υψώνοντας τις σχέσεις (i),(ii) στο τετράγωνο προκύπτει ότι :

(
∂f

∂r
)2 +

1

r2
(
∂f

∂θ
)2 = (

∂f

∂x
)2 + (

∂f

∂y
)2 .

�

4.16 ∆είξτε ότι µε τον µετασχηµατισµό x = r cos θ, y = r sinφ sin θ, z = r cosφ, ισχύει :

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=
∂2f

∂r2
+

2

r

∂f

∂r
+

1

r2 sin2 φ

∂2f

∂θ2
+

1

r2

∂2f

∂φ2
+

cotφ

r2

∂f

∂φ
.

Υπόδειξη. Με ανάλογο τρόπο όπως στην ΄Ασκηση 4.15 προκύπτει το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. �

4.17 ∆είξτε ότι αν u = f(x− λt) + g(x− λt) (µε f, g ∈ C2 και λ είναι µια σταθερά 6= 0) τότε

∂2u

∂x2
=

1

λ2

∂2u

∂t2
.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση u = f(x− λt) + g(x− λt) µε f, g ∈ C2 και λ 6= 0 σταθερά .
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΄Εχουµε λοιπόν πως,

∂u

∂x
(x, t) = f ′(x− λt)− g′(x− λ)

∂u

∂t
(x, t) = −λf ′(x− λt)− λg′(x− λt)

όπου προκύπτει ότι

∂2u

∂x2
(x, t) = f ′′(x− λt) + g′′(x− λt)

∂2u

∂t2
(x, t) = λ2f ′′(x− λt) + λ2g′′(x− λt)

Τελικά λοιπόν µέσω των παραπάνω έχουµε πως ισχύει ότι ∂
2u
∂x2 = 1

λ2
∂2u
∂t2 , δηλαδή το Ϲητούµενο. �

4.18 ∆είξτε ότι αν u = f(x+ g(y)) µε f, g ∈ C2, τότε uxuxy = uyuxx.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση u = f(x+ g(y)) µε f, g ∈ C2.Υπολογίζουµε λοιπόν διαδοχικά

ux = f ′(x+ g(y))

uy = f ′(x+ g(y))g′(y)

όπου προκύπτει άµεσα ότι

uxy = f ′′(x+ g(y))g′(y)

uxx = f ′′(x+ g(y))

Τελικά λοιπόν µέσω των παραπάνω έχουµε πως ισχύει ότι uxuxy = uyuxx, δηλαδή το Ϲητούµενο. �

4.19 Θεωρήστε την συνάρτηση φ(x, y) = x ∂
∂x

[(
x4−y4
x4+y4

)]
ορισµένη για (x, y) 6= (0, 0).Υπάρχει το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

φ(x, y) ; Είναι σωστό ότι sup
0<x2+y2≤1

|φ(x, y)| <∞;

Υπόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση φ(x, y) = x
∂

∂x

[(
x4 − y4

x4 + y4

)]
ορισµένη για (x, y) 6= (0, 0). ΄Ε-

χουµε λοιπόν πως η φ µετασχηµατίζεται σε

φ(x, y) =
40x4y4(x4 − y4)4

(x4 + y4)6
.

(i) Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :
1. Για y = 0 έχουµε ότι φ(x, 0) = 0→ 0, για (x, y)→ (0, 0) .
2. Για y = 2x έχουµε ότι φ(x, 2x) = 640

172 → 640
172 , για (x, y)→ (0, 0).

΄Αρα µέσω των παραπάνω είναι σαφές ότι το lim
(x,y)→(0,0)

φ(x, y) δεν υπάρχει.

(ii) Παρατηρούµε ότι ισχύουν τα εξής :

(x4 − y4)4

(x4 + y4)4
≤ 1 και

(
2x2y2

(x4 + y4)2

)2

≤ 10.

΄Ετσι προκύπτει άµεσα ότι sup
0<x2+y2≤1

|φ(x, y)| ≤ 10 <∞.

�
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Κεφάλαιο 5

Πολυώνυµο Taylor και παράγωγοι
ανώτερης τάξης

5.1 Ασκήσεις

5.1 Για ποιούς αριθµούς A,B,C ∈ R ισχύει ότι το lim
(x,y)→(0,0)

(5 + sinx)e
y −A−Bx− Cy√
x2 + y2

= 0 ;

5.2 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = xy
x

, ορισµένη για x > 0 και y > 0.∆είξτε ότι ο αριθµός
1

log 3
1

f(3,2)
∂f
∂y (3, 2) είναι ακέραιος και υπολογίστε τον.Αν P (x, y) είναι το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθ-

µού τέτοιο ώστε lim
(x,y)→(1,2)

xy
x − P (x, y)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0, ποίος είναι ο συντελεστής του xy στο

πολυώνυµο αυτό;

5.3 Ποιος είναι ο συντελεστής του x2 στο πολυώνυµο P (x, y, z),δευτέρου ϐαθµού (ως προς x, y και z),όταν

το όριο lim
(x,y,z)→(2,3,1)

(xy − yz − 2)y − P (x, y, z)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0;

5.4 Ποιος είναι ο συντελεστής του xy στο πολυώνυµο P (x, y, z),δευτέρου ϐαθµού (ως προς x, y και z),όταν

το όριο lim
(x,y,z)→(2,3,1)

(xy − yz)xz − P (x, y, z)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0;

5.5 ∆είξτε ότι ex cos (xey) = 1 + x+ x2

2 −
x3

3 + o((x2 + y2)3/2), καθώς (x, y)→ (0, 0).

5.6 Σωστό ή Λάθος ; lim
(x,y)→(0,0)

xey
2

+ y cosx− x− y
|x|+ |y|

= 0 .

5.7 Υπάρχει το όριο lim
(x,y)→(1,1)

xy − x− (x− 1)(y − 1)− 1
2 (x− 1)2(y − 1)− sin3(|x− 1|+ |y − 1|)
|x− 1|3 + |y − 1|3

;

5.8 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = ex cos xey και υπολογίστε την παράγωγο ∂3f
∂x3 (0, 0).

5.9 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = ey+x cos(xey) και υπολογίστε την παράγωγο ∂4f
∂x3∂y (0, 0).
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5.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

5.1 Για ποιούς αριθµούς A,B,C ∈ R ισχύει ότι το lim
(x,y)→(0,0)

(5 + sinx)e
y −A−Bx− Cy√
x2 + y2

= 0;

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = (5 + sinx)e
y

.Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂f
∂x (x, y) = ey cosx(5 + sinx)e

y−1 → ∂f
∂x (0, 0) = 1 ,

2. ∂f
∂y (x, y) = ey log (5 + sinx)(5 + sinx)e

y → ∂f
∂y (0, 0) = 5 log 5

Η f είναι διαφορίσιµη στο (0, 0) αφού οι συναρτήσεις ∂f
∂x ,

∂f
∂y είναι συνεχείς στο (0, 0).΄Αρα γνωρίζουµε

lim
(x,y)→(0,0)

(5 + sinx)e
y − x− 5 log 5y − 5√
x2 + y2

.

Από την µοναδικότητα του ορισµού της διαφόρισης έχουµε ότι A = 5 B = 1 C = 5 log 5 . �

5.2 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = xy
x

,ορισµένη για x > 0 και y > 0.∆είξτε ότι ο αριθµός

1
log 3

1
f(3,2)

∂f
∂y (3, 2) είναι ακέραιος και υπολογίστε τον.Αν P (x, y) είναι το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθ-

µού τέτοιο ώστε lim
(x,y)→(1,2)

xy
x − P (x, y)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0, ποίος είναι ο συντελεστής του xy στο

πολυώνυµο αυτό;

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = xy
x

, x, y > 0. Υπολογίζοντας λοιπόν έχουµε πως

∂f

∂y
(x, y) = xy

x+1yx−1 log x .

∆ηλαδή προκύπτει πως,

1

log 3f(3, 2)

∂f

∂y
(3, 2) =

1

38 log 3
4 · 39 log 3 = 12

όπου είναι ακέραιος.

΄Εχουµε από υπόθεση πως lim
(x,y)→(2,1)

xy
x − P (x, y)

(x− 1)2 + (y − 1)2
= 0 µε degP (x, y) = 2.∆ηλαδή το P (x, y)

είναι το πολυώνυµο Taylor της f στο (2, 1). ΄Αρα, αν a ο συντελεστής του xy γνωρίζουµε πως,

a =
∂f

∂x∂y
(2, 1)

Υπολογίζουµε ως εξής :

∂2f

∂x∂y
(x, y) = xy

x+1yx−1 log x(yx log x log y +
yx

x
) + [log x(xyx−1 log y + yx−1) + yx−1]xy

x

.

΄Αρα τελικά συµπεραίνουµε ότι a = 3 log 2 + 2 . �

5.3 Ποιος είναι ο συντελεστής του x2 στο πολυώνυµο P (x, y, z),δευτέρου ϐαθµού (ως προς x, y και z),όταν

το όριο lim
(x,y,z)→(2,3,1)

(xy − yz − 2)y − P (x, y, z)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0;
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y, z) = (xy− yz− 2)y.΄Εχουµε από την αρχική υπόθεση ότι

lim
(x,y,z)→(2,3,1)

(xy − yz − 2)y − P (x, y, z)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0

µε degP (x, y, z) = 2.∆ηλαδή το P (x, y, z) είναι το πολυώνυµο Taylor της f στο (2, 3, 1). ΄Αρα γνω-
ϱίζουµε πως αν a ο συντελεστής του x2 στο αντίστοιχο πολυώνυµο Taylor, τότε ισχύει το εξής

a =
1

2!

∂2f

∂x2
(2, 3, 1).

Υπολογίζοντας λοιπόν έχουµε πως

∂2f

∂x2
(x, y) = y3(y − 1)(xy − yz − 2)y−2

΄Αρα τελικά συµπεραίνουµε ότι a = 27. �

5.4 Ποιος είναι ο συντελεστής του xy στο πολυώνυµο P (x, y, z),δευτέρου ϐαθµού (ως προς x, y και z),όταν

το όριο lim
(x,y,z)→(2,3,1)

(xy − yz)xz − P (x, y, z)

(x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2
= 0;

Υπόδειξη. Σε αναλογία µε τις Ασκήσεις 5.2, 5.3 έχουµε πως ο συντελεστής του xy είναι

a =
∂2f

∂x∂y
(2, 3, 1).

Υπολογίζουµε λοιπόν ως εξής :

∂2f

∂x∂y
(x, y, z) = −z2[(x2 − yz)xz−1 + x(z log(x2 − yz) +

2x(xz − 1)

x2 − yz
(x2 − yz)xz−1)].

΄Αρα τελικά συµπεραίνουµε ότι a = −9. �

5.5 ∆είξτε ότι ex cos (xey) = 1 + x+ x2

2 −
x3

3 + o((x2 + y2)3/2), καθώς (x, y)→ (0, 0).

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι P (x, y, z) = 1 + x + x2

2 −
x3

3 είναι το πολυώνυµο Taylor της f ϐαθµού 3 στο
(0, 0). �

5.6 Σωστό ή Λάθος ; lim
(x,y)→(0,0)

xey
2

+ y cosx− x− y
|x|+ |y|

= 0

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = xey
2

+ y cosx.∆είξτε ότι P (x, y) = x + y είναι το
πολυώνυµο Taylor της συνάρτησης f ϐαθµού 1 στο (0, 0).Επίσης γνωρίζουµε ότι ισχύει το εξής :

lim
(x,y)→(0,0)

f(x)− P (x, y)√
x2 + y2

= 0.

Παρατηρήστε πως 1 ≤ |x|+|y|√
x2+y2

≤
√

2⇔
√

2
2 ≤

√
x2+y2

|x|+|y| ≤ 1 όπου από αυτή τη σχέση προκύπτει

√
2

2
|f(x)− P (x, y)√

x2 + y2
| ≤ |f(x)− P (x, y)√

x2 + y2
|
√
x2 + y2

|x|+ |y|
≤ |f(x)− P (x, y)√

x2 + y2
| .
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που µέσω των παραπάνω προκύπτει πως lim
(x,y)→(0,0)

f(x)− P (x, y)√
x2 + y2

·
√
x2 + y2

|x|+ |y|
= 0.Τελικά λοιπόν

έχουµε ότι

lim
(x,y)→(0,0)

xey
2

+ y cosx− x− y
|x|+ |y|

= lim
(x,y)→(0,0)

f(x)− P (x, y)√
x2 + y2

·
√
x2 + y2

|x|+ |y|
= 0 .

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός. �



Κεφάλαιο 6

Μέγιστα και ελάχιστα

6.1 Ασκήσεις

6.1 Μελετήστε τα κρίσιµα σηµεία των συναρτήσεων:

(i) f(x, y) = x3 + x2y − y2 − 4y (ii) f(x, y) = x2y2 − 5x2 − 8xy − 5y2

(iii) f(x, y) = 12xy − 3x2y − 4xy2 (iv) f(x, y) = (x− 5) log xy, x > 0, y > 0
(v) f(x, y) = y3 − 3x2y

.

6.2 Για 0 < b < a, ϑεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = (ax2 + by2)e−(x2+y2).∆είξτε ότι ισχύει

max
(x,y)∈R2

f(x, y) = a/e.

6.3 Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = x
x2+(y−1)2+4 για x ≥ 0 και y ≥ 0.

6.4 Να ϐρεθεί η µεγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = 3x2 − 2y2 + 2y για x2 + y2 ≤ 1.

6.5 Βρείτε την µέγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = 2x2 + y2 + xy στο συµπαγές χωρίο
του xy−επιπέδου το οποίο ορίζεται από την ανισότητα 2x2 + y2 ≤ 1.

6.6 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = (y−x2)(y−2x2).∆είξτε ότι η f , περιορισµένη σε κάθε ευθεία από
το (0, 0),έχει τοπικό ελάχιστο στο (0, 0).∆είξτε επίσης ότι το σηµείο (0, 0) είναι κρίσιµο σηµείο της f
και ότι δεν είναι τοπικό ελαχιστό αυτής.

6.7 ΄Εστω A = (aij)1≤i,j≤n ένας συµµετρικός πίνακας n × n µε (aij) και Q(t) =
∑

1≤i,j≤n
aijtitj , t =

(t1, t2, · · · , tn),η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή.∆είξτε ότι t ·A · tT = Q(t).

6.8 ΄Εστω A = (aij)1≤i,j≤n ένας συµετρικός πίνακας n × n µε aij ∈ R και Q(t) =
∑

1≤i,j≤n
aijtitj , t =

(t1, t2, · · · , tn),η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή.∆είξτε ότι αν οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι ϑετικές τότε
υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε Q(t) ≥ λ|t|2 για κάθε t ∈ Rn.

6.9 ΄Εστω f : Ω → R µια C2− µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn και a ∈ Ω ένα
κρίσιµο σηµείο αυτής.Αν λ είναι µια ιδιοτιµή της Hessian (Hf)(a) και v ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα
µε |v| = 1,ορίστε την συνάρτηση g(s) = f(a+ sv),για s ∈ R,κοντα στο 0.∆είξτε ότι τότε g′(0) = 0 και
g′′(0) = λ και συνεπώς g(s) = g(0) + λ

2 s
2 + o(s2),καθώς s→ 0.
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6.10 Σωστό ή Λάθος; Αν η πραγµατική συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) είναι συνεχής για x2
1 +x2

2 + · · ·x2
n ≤ 1

και C1 για x2
1 + x2

2 + · · ·x2
n < 1 και αν | ∂f∂x1

| + | ∂f∂x2
| + · · · | ∂f∂xn | > 0 όταν x2

1 + x2
2 + · · ·x2

n < 1, τότε
υπάρχουν a1, a2, · · · , an ∈ R έτσι ώστε a2

1 + a2
2 + · · · a2

n = 1 και f(x1, x2, · · · , xn) < f(a1, a2, · · · , an)
όταν x2

1 + x2
2 + · · ·x2

n < 1 .

6.11 ∆είξτε ότι ένα ορθογώνιο κουτί δοσµένου όγκου έχει ελάχιστο εµβαδόν όταν το κουτί είναι κύβος.
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6.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

6.1 Μελετήστε τα κρίσιµα σηµεία των συναρτήσεων :

(i) f(x, y) = x3 + x2y − y2 − 4y (ii) f(x, y) = x2y2 − 5x2 − 8xy − 5y2

(iii) f(x, y) = 12xy − 3x2y − 4xy2 (iv) f(x, y) = (x− 5) log xy, x > 0, y > 0

(v) f(x, y) = y3 − 3x2y

Υπόδειξη. (i) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = x3 + x2y − y2 − 4y.Τότε έχουµε πως τα κρίσιµα
σηµεία της f προκύπτουν από την λύση του συστήµατος :

∂f

∂x
(x, y) = 3x2 + 2xy = 0

∂f

∂y
(x, y) = x2 − 2y − 4 = 0{

3x2 + 2xy = 0

x2 − 2y − 4 = 0
⇔

{
x(3x+ 2y) = 0

x2 − 2y − 4 = 0
⇔

{
x = 0 ή x = − 2

3y

y = −2 ή y = 6 ή y = − 3
2{

x = 0 ή x = 0 ή x = −4 ή x = 1

y = −2 ή y = 6 ή y = − 3
2

΄Αρα τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα (0,−2), (−4, 6), (1,− 3
2 ).

(ii) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = x2y2− 5x2− 8xy− 5y2.Τότε έχουµε πως τα κρίσιµα σηµεία
της f προκύπτουν από την λύση του συστήµατος :

∂f

∂x
(x, y) = 2xy2 − 10x− 8y = 0

∂f

∂y
(x, y) = 2yx2 − 8x− 10y = 0

όπου από την επίλυση του προκύπτει ότι τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα (0, 0), (1,−1),
(−1, 1), (−3,−3) και (3, 3).

(iii) Οµοίως µε (i),(ii) προκύπτει ότι τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα (0, 3), ( 4
3 ).

(iv) Το κρίσιµο σηµείο της f είναι το (5, 1
5 ).

(v) Το κρίσιµο σηµείο της f είναι το (0, 0).

�

6.2 Για 0 < b < a, ϑεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = (ax2 + by2)e−(x2+y2).∆είξτε ότι ισχύει

max
(x,y)∈R2

f(x, y) = a/e.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = (ax2 + by2)e−(x2+y2) για 0 < b < a.

Παρατηρούµε ότι ισχύει

x2 +
b

a
y2 ≤ x2 + y2 και e−(x2+y2)+1 ≤ 1

x2 + y2
.

΄Αρα προκύπτει πως

(x2 +
b

a
y2)e−(x2+y2)+1 ≤ 1⇔ f(x, y) ≤ a

e
.
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για κάθε (x, y) ∈ R2.

΄Οµως f(1, 0) = f(−1, 0) = a
e , άρα συµπεραίνουµε πως, max

(x,y)∈R2
f(x, y) =

a

e
. �

6.3 Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = x
x2+(y−1)2+4 για x ≥ 0 και y ≥ 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = x
x2+(y−1)2+4 .Αναζητούµε τα κρίσιµα σηµεία της f .΄Αρα

αρκεί να λύσουµε το σύστηµα :

∂f

∂x
(x, y) =

y2 − 2y + 5− x2

(y2 − 2y + 5 + x2
= 0

∂f

∂y
(x, y) =

2x(y − 1)

(y2 − 2y + 5 + x2)2
= 0

΄Οπου προκύπτει πως, τα κρίσιµα σηµεία της f είναι (2, 1), (−2, 1).Αν η f παρουσιάζει µέγιστο,
τότε ϑα πρέπει να είναι κρίσιµο σηµείο της.Παρατηρούµε πως f(−2, 1) = − 1

4 < 1
4 = f(2, 1).΄Αρα

συµπεραίνουµε πως max
(x,y)∈R2

f(x, y) =
1

4
. �

6.4 Να ϐρεθεί η µεγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y) = 3x2 − 2y2 + 2y για x2 + y2 ≤ 1.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = 3x2 − 2y2 + 2y για x2 + y2 ≤ 1.Παρατηρούµε ότι

5x2 + 2y − 2 ≤ f(x, y) ≤ −5y2 + 2y + 1

΄Ευκολα αποδυκνύεται πως, η µέγιστη τιµή της g(y) = −5y2 + 2y + 1 είναι το g(− 1
5 ) = 2

5 καθώς και
η ελάχιστη τιµή της h(x, y) = 5x2 + 2y − 2 είναι η h(0, 0) = −2 (έχουµε πως (0, 0) κρίσιµο σηµείο
και ο (Hh)(0, 0) έχει ϑετικές ιδιοτιµές).∆ηλαδή ισχύει ότι −2 ≤ f(x, y) ≤ 2

5 . ΄Οµως f(0, 1+
√

5
2 ) = −2

και f(
√

2
5 , 0) = 2

5 , άρα max
x2+y2≤1

f(x, y) =
2

5
και min

x2+y2≤1
f(x, y) = −2. �

6.6 Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = (y−x2)(y−2x2).∆είξτε ότι η f , περιορισµένη σε κάθε ευθεία από
το (0, 0),έχει τοπικό ελάχιστο στο (0, 0).∆είξτε επίσης ότι το σηµείο (0, 0) είναι κρίσιµο σηµείο της f
και ότι δεν είναι τοπικό ελαχιστό αυτής.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2) = y2 − 3x2y + 2x4.΄Εστω ευθεία
µε παραµετρικές εξισώσεις {x = λt, y = µt) η οποία διέρχεται από το (0, 0).Τότε για την συνάρτηση
g(t) = f(λt, µt) = µ2t2 − 3λ3µt3 + λ4t4 για µ > 0 έχουµε πως, g′(0) = 0 και g′′(0) = 2µ2 > 0, άρα
η g παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για t = 0.Για µ = 0 το Ϲητούµενο είναι άµεσο.

Επίσης για την εύρεση των κρίσιµων σηµείων της f αρκεί να λύσουµε το σύστηµα

∂f

∂x
(x, y) = −6xy + 8x3 = 0

∂f

∂y
(x, y) = 2y − 3x2 = 0

όπου το (0, 0) αποτελεί λύση του συστήµατος άρα, και κρίσιµο σηµείο της f .Παρατηρούµε λοιπόν πως
για y > 2x2, τότε f(x, y) > f(0, 0) = (0, 0) ενώ για x2 < y < 2x2 ισχύει πως f(x, y) < f(0, 0) =
0.΄Ετσι συµπεραίνουµε πως η f δεν παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο (0, 0). �
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6.7 ΄Εστω A = (aij)1≤i,j≤n ένας συµµετρικός πίνακας n × n µε (aij) και Q(t) =
∑

1≤i,j≤n
aijtitj , t =

(t1, t2, · · · , tn),η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή.∆είξτε ότι t ·A · tT = Q(t).

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον πίνακα A = (aij)1≤i,j≤n ο οποίος είναι συµµετρικός n × n µε aij ∈ R και
t = (t1, t2, · · · , tn).Τότε έχουµε πως ο t ·A είναι ο πίνακας

t ·A =


a11t1 + a21t2 + · · ·+ an1tn
a12t1 + a22t2 + · · ·+ an2tn

...
a1nt1 + a2nt2 + · · ·+ anntn


T

∆ηλαδή προκύπτει πως

t ·A · tT =


a11t1 + a21t2 + · · ·+ an1tn
a12t1 + a22t2 + · · ·+ an2tn

...
a1nt1 + a2nt2 + · · ·+ anntn


T

·


t1
t2
...
tn

 =
∑

1≤i,j≤n

aijtitj = Q(t).

�

6.8 ΄Εστω A = (aij)1≤i,j≤n ένας συµετρικός πίνακας n × n µε aij ∈ R και Q(t) =
∑

1≤i,j≤n
aijtitj , t =

(t1, t2, · · · , tn),η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή.∆είξτε ότι αν οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι ϑετικές τότε
υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε Q(t) ≥ λ|t|2 για κάθε t ∈ Rn.

Υπόδειξη. Θεωρούµε A = (aij)1≤i,j≤n ένας συµετρικός πίνακας n × n µε aij ∈ R και Q(t) =∑
1≤i,j≤n

aijtitj , t = (t1, t2, · · · , tn),η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή.Οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι

όλες ϑετικές, άρα ισχύει ότι
Q(t) =

∑
1≤i,j≤n

aijtitj > 0.

Θεωρούµε για t 6= 0 το t
|t| ∈ S(0, 1), αφού | t|t| | = 1 όπου S(0, r) η σφαίρα S(0, r) = {x ∈ Rn :

|x| = r} µε την επιφάνεια της σφαίρας να είναι συµπαγής (κλειστή και ϕραγµένη).΄Αρα το σύνολο
D = {aij ti|t|

tj
|tj |} έχει ελάχιστη τιµή και µάλιστα υπάρχει λ > 0 ώστε

∑
1≤i,j≤n

aij
ti
|t|
tj
|t|
≥ λ⇔

∑
1≤i,j≤n

aijtitj ≥ |t|2λ .

�

6.9 ΄Εστω f : Ω → R µια C2− µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn και a ∈ Ω ένα
κρίσιµο σηµείο αυτής.Αν λ είναι µια ιδιοτιµή της Hessian (Hf)(a) και v ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα
µε |v| = 1,ορίστε την συνάρτηση g(s) = f(a+ sv),για s ∈ R,κοντα στο 0.∆είξτε ότι τότε g′(0) = 0 και
g′′(0) = λ και συνεπώς g(s) = g(0) + λ

2 s
2 + o(s2),καθώς s→ 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω f : Ω → R µια C2− µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn και
a ∈ Ω ένα κρίσιµο σηµείο αυτής.Αν λ είναι µια ιδιοτιµή της Hessian (Hf)(a) και v ένα αντίστοιχο
ιδιοδιάνυσµα µε |v| = 1,θεωρούµε την συνάρτηση g(s) = f(a + sv),για s ∈ R,κοντα στο 0.Από τον
κανόνα της αλυσίδας έχουµε το εξής :
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dg

ds
(s) =

d(f ◦ (a+ sv))

ds
=
∑

1≤i≤n

∂f

∂xi
(a+ svi)

d(a+ svi)

ds
,

άρα για s = 0 ισχύει ότι, g′(0) =
∑

1≤i≤n

∂f
∂xi

(a)vi.Αφού το a είναι κρίσιµο σηµείο της f , τότε ισχύει ότι

∂f

∂xi
(a) = 0, i = 1, 2, · · · , n.

΄Αρα προκύπτει ότι g′(0) = 0.Ακόµη από τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε το εξής :

d2g

ds2
(s) =

∑
1≤i,j≤n

∂2f

∂xj∂xi
(a+ sv)vivj

΄Αρα προκύπτει πως g′′(0) =
∑

1≤i,j≤n

∂2f
∂xj∂xi

(a)vivj όπου από την ΄Ασκηση 6.7 γνωρίζουµε ότι

g′′(0) = v · (Hf)(a) · vT = λvvT = λ|v|2 = λ.

Θεωρούµε το πολυώνυµο Taylor της g στο s = 0 µε deg Tg,0,2 = 2 :

Tg,0,2 = g(0) + g′(0)s+
1

2
g′′(0)s2 = g(0) +

λ

2
s2

΄Αρα τελικά συµπεραίνουµε πως

g(s) = g(0) +
λ

2
s2 + o(|s|2)

καθώς το s→ 0 . �

6.10 Σωστό ή Λάθος ; Αν η πραγµατική συνάρτηση f(x1, x2, · · · , xn) είναι συνεχής για x2
1 +x2

2 + · · ·x2
n ≤ 1

και C1 για x2
1 + x2

2 + · · ·x2
n < 1 και αν | ∂f∂x1

| + | ∂f∂x2
| + · · · | ∂f∂xn | > 0 όταν x2

1 + x2
2 + · · ·x2

n < 1, τότε
υπάρχουν a1, a2, · · · , an ∈ R έτσι ώστε a2

1 + a2
2 + · · · a2

n = 1 και f(x1, x2, · · · , xn) < f(a1, a2, · · · , an)
όταν x2

1 + x2
2 + · · ·x2

n < 1 .

Υπόδειξη. ΄Εστω f συνεχής στο σύνολο K όπου K = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} = B̄(0, 1) η οποία είναι
η κλειστή µπάλα κέντρου 0 και ακτίνας 1.Η B̄(0, 1) είναι συµπαγές σύνολο αφού είναι κλειστό και
ϕραγµένο.Αφού η f είναι συνεχής σε συµπαγές σύνολο τότε δέχεται µέγιστη και ελάχιστη τιµή.΄Εστω
ότι το max

x∈K
f(x) είναι στο a ∈ K.Τότε ισχύουν τα εξής :

1η περίπτωση : Το a ανήκει στο εσωτερίκο της µπάλας.

2η περίπτωση : Το a ανήκει στα άκρα της µπάλας.

Αν ίσχυει η 1η περίπτωση, τότε η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο a, άρα προκύπτει πως

∂f

∂xi
(a) = 0, i = 1, 2, · · · , n, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ B(0, 1)

το οποίο είναι άτοπο δεδοµένου ότι | ∂f∂x1
|+| ∂f∂x2

|+· · · | ∂f∂xn | > 0 για x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ B(0, 1).΄Αρα
το a = (a1, a2, · · · , an) ανήκει στα άκρα τουK, δηλαδή ισχύει a2

1 +a2
2 + · · ·+a2

n = 1 καθώς και ισχύει

f(x1, x2, · · · , xn) ≤ f(a1, a2, · · · , an), x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ≤ 1

Η ισότητα ισχύει µόνο αν x = a, άρα όταν δεν συµπέσουµε στα άκρα ισχύει :

f(x1, x2, · · · , xn) < f(a1, a2, · · · , an), x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n < 1

∆ηλαδή συµπεραίνουµε ότι η πρόταση είναι σωστή. �
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6.11 ∆είξτε ότι ένα ορθογώνιο κουτί δοσµένου όγκου έχει ελάχιστο εµβαδόν όταν το κουτί είναι κύβος.

Υπόδειξη. Ελαχιστοποιήστε την συνάρτηση S = 2xy + 2xz + 2yz, όπου z = V/(2xy) µε V δοσµένο
όγκο. �
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Κεφάλαιο 7

Θεώρηµα Πεπλεγµένης Συνάρτησης
και Θεώρηµα Αντίστροφης
Απεικόνισης

7.1 Ασκήσεις

5.1 ∆είξτε ότι η απεικόνιση (u, v)→ (x, y) = (u2 +v5 +uv, u2v+u+v2) αντιστρέφεται τοπικά στο σηµείο
(u, v) = (0, 1) και ορίζει C∞ συναρτήσεις u = u(x, y) και v = v(x, y),για (x, y) κοντά στο σηµείο
(1, 1).Επίσης υπολογίστε τις τιµές των παραγώγων ∂u

∂x (1, 1), ∂u∂y (1, 1), ∂v∂x (1, 1), ∂v∂y (1, 1) .

5.2 Σωστό ή Λάθος ; Υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις u = u(x, y) και v = v(x, y), ορισµένες για
(x, y) κοντά στο σηµείο (1, 1),ώστε u(1, 1) = 0, v(1, 1) = 1 και

u2(x, y) + v6(x, y) + 3u(x, y)v(x, y) = x, u2(x, y)v(x, y) + u(x, y) + v2(x, y) = y .

5.3 Θεωρήστε την απεικόνιση R2 → R2, (x, y) → (u, v) = (x3 − 3xy2, 3x2y − y3), και εξετάστε κοντά
σε ποία σηµεία αυτή αντιστρέφεται .Επίσης υπολογίστε τις παραγώγους των συναρτήσεων x = x(u, v)
και y = y(u, v),τάξης 1,για συγκεκριµένη τοπική αντίστροφο.

5.4 Εξετάστε αν υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις f = f(x, y) και g = g(x, y),ορισµένες κοντά στο
(0, 0), ώστε fg2 + sin g = x και efg − sin f − 1 = y.

5.5 Σωστό ή Λάθος ; Αν η απεικόνιση f : Ω → Rn είναι Ck (k ≥ 2) σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊂ Rn και
τοπικά στο σηµείο a ∈ Ω,η f αντιστρέφεται µε µια C1 απεικόνιση τότε αυτή η τοπική αντίστροφη είναι
Ck.

5.6 ΄Εστω η απεικόνιση f : Rn → B = {y ∈ Rn : |y| < 1} που ορίζεται από το τύπο

y = f(x) =
1

(1 + |x|)1/2
x =

(
x1√

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n

, · · · , xn√
1 + x2

1 + · · ·+ x2
n

)
για x ∈ Rn, είναι C∞-αµφιδιαφόριση, µε αντίστροφη την

x = g(y) =
1

(1− |y|)1/2
y =

(
y1√

1− y2
1 − · · · − y2

n

, · · · , yn√
1− y2

1 − · · · − y2
n

)
.
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5.7 Ας ϑεωρήσουµε µια Ck-απεικόνιση f : D → Rn, όπου k ≥ 1, ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολοD ⊂ Rn
µε 0 ∈ D και ας υποθέσουµε ότι det[(Jf)(0)] 6= 0.Τότε υπάρχει ε > 0 ούτως ώστε η απεικόνιση F που
ορίζεται από τον τύπο F : Rn → Rn, F (x) = f(ε(1 + |x|)−1/2 ·x) για x ∈ Rn, να είναι καλά ορισµένη
και Ck-αµφιαδιαφόριση από το Rn επί του F (Rn).

5.8 ∆είξτε ότι µια C1 και επί απεικόνιση f : Ω → Θ, µεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του Rn, είναι C1

αµφιαδιαφόριση αν και µόνο αν η f είναι 1− 1 και det Jf(a) 6= 0 για κάθε a ∈ Ω.

5.9 Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό Φ : R2 → R2, (u, v) → (x, y), που ορίζεται από τις εξισώσεις x =
uv, y = u(1 − v).∆είξτε ότι ο Φ απεικονίζει το σύνολο T = {0 < u < 1, 0 < v < 1} στο σύνολο
∆ = {x > 0, y > 0, x+ y < 1} µε 1− 1 και επί τρόπο, µε αντίστροφο τον µετασχηµατισµό

Ψ : ∆→ T, u = x+ y, v = x/(x+ y).

5.10 Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό Φ : R3 → R3, (u, v, w)→ (x, y, z), που ορίζεται από τις εξισώσεις :x =
uvw, y = uv(1 − w), z = u(1 − v).∆είξτε ότι το Φ απεικονίζει το σύνολο Ω = {0 < u < 1, 0 < v <
1, 0 < w < 1} στο σύνολο G = {x > 0, y > 0, z > 0, x + y + z < 1} µε 1 − 1 και επί τρόπο, µε
αντίστροφο τον µετασχηµατισµό

Ψ : G→ Ω, u = x+ y + z, v = (x+ y)/(x+ y + z), w = x/(x+ y).

∆είξτε επίσης ότι η Ιακωβιανή ορίζουσα του Φ είναι det ∂(x,y,z)
∂(u,v,w) = −u2v.

5.11 ∆είξτε ότι υπάρχει µια C∞ συνάρτηση y = f(x), ορισµένη για x σε µια ανοικτή περιοχή U στο 1 (στο
R), έτσι ώστε f(1) = 1 και xf(x) + [f(x)]x = 2 (x ∈ U).Επίσης υπολογίστε την παράγωγο f ′(1).

5.12 Αποδείξτε ότι υπάρχει C∞ συνάρτηση z = φ(x, y) ορισµένη για (x, y) σε ανοικτή περιοχή U του
σηµείου (3,−2) στο R2, µε φ(3,−2) = 1 και έτσι ώστε

[φ(x, y)]6 + x[φ(x, y)]2 + 5yφ(x, y) + y2 + 2 = 0, (x, y) ∈ U.

Εν συνεχεία ϐρείτε τα µοναδιαία διανύσµατα ~u στην κατευθυνση των οποίων η κατευθυνόµενη πα-
ϱάγωγος ∂~uφ(3,−2) = 0.
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7.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

5.1 ∆είξτε ότι η απεικόνιση (u, v)→ (x, y) = (u2 +v5 +uv, u2v+u+v2) αντιστρέφεται τοπικά στο σηµείο
(u, v) = (0, 1) και ορίζει C∞ συναρτήσεις u = u(x, y) και v = v(x, y),για (x, y) κοντά στο σηµείο
(1, 1).Επίσης υπολογίστε τις τιµές των παραγώγων ∂u

∂x (1, 1), ∂u∂y (1, 1), ∂v∂x (1, 1), ∂v∂y (1, 1) .

Υπόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

(u, v)→ f(u, v) = (x, y) = (u2 + v5 + uv, u2v + u+ v2) .

Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1. ∂x
∂u (u, v) = 2u+ v και ∂x∂v (u, v) = 5v4 + u ,

2. ∂y
∂u (u, v) = 2uv + 1 και ∂y∂v (u, v) = u2 + 2v ,

άρα ο Ιακωβιανός πίνακας της f είναι ο (Jf)(u, v) =

(
2u+ v 5v4 + u
2uv + 1 u2 + 2v

)
. ΄Ετσι ο Ιακωβιανός

Πίνακας στο σηµείο (0, 1) είναι ο (Jf)(0, 1) =

(
1 5
1 2

)
µε det[(Jf)(0, 1)] = −3 6= 0 δηλαδή η f αντι-

στρέφεται τοπικά στο (0, 1).΄Εχουµε πως f(0, 1) = (1, 1), άρα από Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης
ισχύει ότι

(Jf−1)(1, 1) = [(Jf)(0, 1)]−1 =

(
− 2

3
5
3

1
3 − 1

3

)
Αφού τοπικά στο (0, 1) ισχύει η σχέση f−1(u, v) = (x, y), τότε ισχύει ότι

1. ∂u
∂x (1, 1) = − 2

3 και ∂u∂y (1, 1) = 5
3

2. ∂v
∂x (1, 1) = 1

3 και ∂v∂y (1, 1) = − 1
3

�

5.2 Σωστό ή Λάθος ; Υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις u = u(x, y) και v = v(x, y),ορισµένες για (x, y)
κοντά στο σηµείο (1, 1),ώστε u(1, 1) = 0, v(1, 1) = 1 και

u2(x, y) + v6(x, y) + 3u(x, y)v(x, y) = x, u2(x, y)v(x, y) + u(x, y) + v2(x, y) = y

Υπόδειξη.

΄Εστω πως, υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις u = u(x, y) και v = v(x, y) ορισµένες κοντά στο
σηµείο (1, 1) ώστε u(1, 1) = 0 και v(1, 1) = 1 και

u2(x, y) + v6(x, y) + 3u(x, y)v(x, y) = x (i)

u2(x, y)v(x, y) + u(x, y) + v2(x, y) = y (ii)

∆ιαφορίζοντας τις σχέσεις (i), (ii) ως προς x κοντα στο (1, 1) έχουµε,

2u(x, y)
∂u

∂x
(x, y) + 6v5(x, y)

∂v

∂x
(x, y) + 3

∂u

∂x
(x, y)v(x, y) + 3

∂v

∂x
(x, y)u(x, y) = 1

2u(x, y)v(x, y)
∂u

∂x
(x, y) + u2(x, y)

∂v

∂x
(x, y) +

∂u

∂x
(x, y) + 2v(x, y)

∂v

∂x
(x, y) = 0
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΄Αρα, ισχύει πως,

2
∂v

∂x
(1, 1) +

∂u

∂x
(1, 1) =

1

3

2
∂v

∂x
(1, 1) +

∂u

∂x
(1, 1) = 0

το οποίο είναι άτοπο.΄Αρα, η πρόταση είναι λάθος. �

5.3 Θεωρήστε την απεικόνιση R2 → R2, (x, y) → (u, v) = (x3 − 3xy2, 3x2y − y3), και εξετάστε κοντά
σε ποία σηµεία αυτή αντιστρέφεται .Επίσης υπολογίστε τις παραγώγους των συναρτήσεων x = x(u, v)
και y = y(u, v),τάξης 1,για συγκεκριµένη τοπική αντίστροφο.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση f : R2 → R2 που ορίζεται ως εξής :

f(x, y) = (u, v) = (x3 − 3xy2, 3x2y − y3) .

΄Εχουµε λοιπόν ότι

1. ∂u
∂x (x, y) = 3x2 − 3y2 και ∂u∂y (x, y) = −6xy

2. ∂v
∂y (x, y) = 6xy και ∂v∂y = 3x2 − 3y2

΄Αρα ο Ιακωβιανός Πίνακας της f είναι ίσος µε

Jf(x, y) =

(
3x2 − 3y2 −6xy

6xy 3x2 − 3y2

)
µε det [Jf(x, y)] = (3x2 + 3y2)2 συµπεραίνοντας πως η f είναι τοπικά αντιστρέψιµη αν και µόνο αν
(x, y) = 0. Από το Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης έχουµε

Jf−1(u, v) = [Jf(x, y)]−1 =

(
3x2−3y2

(3x2+3y2)2
6xy

(3x2+3y2)2

−6xy
(3x2+3y2)2

3x2−3y2

(3x2+3y2)2

)
.

΄Αρα, γνωρίζουµε πως ισχύει το εξής :

1. ∂x
∂u (u, v) = 3x2−3y2

(3x2+3y2)2 και ∂x∂v (u, v) = 6xy
(3x2+3y2)2

2. ∂y
∂u (u, v) = −6xy

(3x2+3y2)2 και ∂y∂v (u, v) = 3x2−3y2

(3x2+3y2)2

�

5.4 Εξετάστε αν υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις f = f(x, y) και g = g(x, y),ορισµένες κοντά στο
(0, 0), ώστε fg2 + sin g = x και efg − sin f − 1 = y.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τις απεικόνισεις :

F1(x, y, z, d) = zd2 + sin d− z και F2(x, y, z, d) = ezd − sin z − 1− y

Θεωρούµε λοιπόν το σύστηµα

F1(x, y, z, d) = 0

F2(x, y, z, d) = 0

όπου F1(0, 0, 0, 0) = F2(0, 0, 0, 0) = 0.

Επίσης έχουµε πως,
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1. ∂F1

∂z = d2 και ∂F1

∂d = 2zd+ cos d ,

2. ∂F2

∂z = dezd − cos z και ∂F2

∂d = zezd .

΄Αρα στο σηµείο (0, 0, 0, 0) έχουµε πως ∂(F1.F2)
∂(z,d) (0, 0, 0, 0) =

(
0 1
−1 0

)
µε det [∂(F1.F2)

∂(z,d) ] = 1 6= 0.Από

Θεώρηµα Πεπλεγµένης Συνάρτησης κοντά στο (0, 0) ορίζονται συναρτήσεις :

f(x, y) = z και g(x, y) = d

µε f(0, 0) = 0 και g(0, 0) = 0. �

5.6 ΄Εστω η απεικόνιση f : Rn → B = {y ∈ Rn : |y| < 1} που ορίζεται από το τύπο

y = f(x) =
1

(1 + |x|)1/2
x =

(
x1√

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n

, · · · , xn√
1 + x2

1 + · · ·+ x2
n

)
για x ∈ Rn, είναι C∞-αµφιδιαφόριση, µε αντίστροφη την

x = g(y) =
1

(1− |y|)1/2
y =

(
y1√

1− y2
1 − · · · − y2

n

, · · · , yn√
1− y2

1 − · · · − y2
n

)
Υπόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση f : Rn → B = {y ∈ Rn : |y| < 1} που ορίζεται από το τύπο

y = f(x) =
1

(1 + |x|)1/2
x =

(
x1√

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n

, · · · , xn√
1 + x2

1 + · · ·+ x2
n

)
.

Θεωρούµε το σύστηµα
y1 = x1√

1+x2
1+···+x2

n

(1)

...
yn = xn√

1+x2
1+···+x2

n

(n)

΄Αρα έχουµε πως

1− (

n∑
i=1

y2
i ) =

1

(
n∑
i=1

x2
i ) + 1

.

Ακόµη έχουµε πως,

yi =
xi√

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n

= xi(1−
n∑
i=1

y2
i )

και αφού, |y| < 1 έχουµε
xi =

yi√
1−

n∑
i=1

y2
i

.

΄Αρα προκύπτει πως η f είναι C∞-αµφιδιαφόριση για x ∈ Rn µε αντίστροφη απεικόνιση την

x = g(y) =
1

(1− |y|)1/2
y =

(
y1√

1− y2
1 − · · · − y2

n

, · · · , yn√
1− y2

1 − · · · − y2
n

)
�
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5.7 Ας ϑεωρήσουµε µια Ck-απεικόνιση f : D → Rn, όπου k ≥ 1, ορισµένη σε ένα ανοικτό σύνολοD ⊂ Rn
µε 0 ∈ D και ας υποθέσουµε ότι det[(Jf)(0)] 6= 0.Τότε υπάρχει ε > 0 ούτως ώστε η απεικόνιση F που
ορίζεται από τον τύπο F : Rn → Rn, F (x) = f(ε(1 + |x|)−1/2 ·x) για x ∈ Rn, να είναι καλά ορισµένη
και Ck-αµφιαδιαφόριση από το Rn επί του F (Rn).

Υπόδειξη. ΄Εστω η Ck-απεικόνιση f : D → Rn, k ≥ 1 ορισµένη στο D ⊂ Rn ανοικτό µε 0 ∈ D και ας
υποθέσουµε ότι det[(Jf)(0)] 6= 0.Αυτό σηµαίνει πως f αντιστρέφεται τοπικά στο 0 δηλαδή υπάρχει :

K = {x ∈ D : |x| < ε}

για κάποιο ε > 0 ώστε f να είναι Ck-αµφιδιαφόριση στο K.

΄Οµως
|(1 + |x|)−1/2 · x| < 1⇔ |ε(1 + |x|)−1/2 · x| < ε

όπου η απεικόνιση
x→ φ(x) = ε(1 + |x|)−1/2 · x

Ck-αµφιδιαφόριση µέσω της ΄Ασκησης 8.

΄Ετσι η απεικόνιση
F (x) = f(ε(1 + |x|)−1/2 · x)

είναι καλά ορισµένη αφού φ(Rn) ⊂ K και είναι Ck-αµφιδιαφόριση στο F (Rn) ως σύνθεση Ck-
αµφιαδιαφορίσιµων. �

5.9 Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό Φ : R2 → R2, (u, v) → (x, y), που ορίζεται από τις εξισώσεις x =
uv, y = u(1 − v).∆είξτε ότι ο Φ απεικονίζει το σύνολο T = {0 < u < 1, 0 < v < 1} στο σύνολο
∆ = {x > 0, y > 0, x+ y < 1} µε 1− 1 και επί τρόπο, µε αντίστροφο τον µετασχηµατισµό

Ψ : ∆→ T, u = x+ y, v = x/(x+ y) .

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό

Φ : R2 → R2, (u, v)→ (x, y)

που ορίζεται από τις εξισώσεις :

x = uv

y = u(1− v)

Θεωρούµε το σύνολο ∆ = {x > 0, y > 0, x+ y < 1} και λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων στο ∆:{
x = uv

y + u(1− v)
⇔

{
x = uv

y = u− x
⇔

{
x = uv

u = x+ y, 0 < u < 1
⇔

{
v = x

x+y , 0 < v < 1

u = x+ y, 0 < u < 1

Λόγω της µοναδικότητας των λύσεων του συστήµατος προκύπτει ότι η απεικόνιση

Φ : T → ∆, (x, y)→ (u, v)

µε T = {0 < u < 1, 0 < v < 1} είναι 1− 1 και επί µε u = x+ y και v = x
x+y . �
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5.10 Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό Φ : R3 → R3, (u, v, w)→ (x, y, z), που ορίζεται από τις εξισώσεις :x =
uvw, y = uv(1 − w), z = u(1 − v).∆είξτε ότι το Φ απεικονίζει το σύνολο Ω = {0 < u < 1, 0 < v <
1, 0 < w < 1} στο σύνολο G = {x > 0, y > 0, z > 0, x + y + z < 1} µε 1 − 1 και επί τρόπο, µε
αντίστροφο τον µετασχηµατισµό

Ψ : G→ Ω, u = x+ y + z, v = (x+ y)/(x+ y + z), w = x/(x+ y).

∆είξτε επίσης ότι η Ιακωβιανή ορίζουσα του Φ είναι det ∂(x,y,z)
∂(u,v,w) = −u2v.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό

Φ : R3 → R3, (u, v, w)→ (x, y, z)

που ορίζεται από τις εξισώσεις :

x = uvw

y = uv(1− w)

z = u(1− v)

Θεωρούµε το σύνολο G = {x > 0, y > 0, z > 0.x+ y+ z < 1} και λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων
στο G :
x = uvw

y = uv(1− w)

z = u(1− v)

⇔


x = uvw

x+ y = uv

z = u(1− v)

⇔


x = uvw

y + x = uv

u = x+ y + z, 0 < u < 1

⇔


x = uvw

v = x+y
u = x+y

x+y+z , 0 < v < 1

u = x+ y + z, 0 < u < 1

⇔


w = x

uv = x
x+y , 0 < w < 1

v = x+y
u = x+y

x+y+z , 0 < v < 1

u = x+ y + z, 0 < u < 1

Λόγω της µοναδικότητας των λύσεων του συστήµατος προκύπτει ότι η απεικόνιση

Ψ : Ω→ G, (x, y, z)→ (u, v, w)

όπου Ω = {0 < u, v, w < 1} είναι 1− 1 και επί µε u = x+ y + z, v = x+y
x+y+z και w = x

x+y .

΄Εχουµε λοιπόν πως

(JΦ)(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
vw uw uv

v(1− w) u(1− w) −uv
1− v −u 0

∣∣∣∣∣∣ .
΄Αρα τελικά έχουµε ότι det [JΦ(x, y, z)] = −u2v �

5.11 ∆είξτε ότι υπάρχει µια C∞ συνάρτηση y = f(x), ορισµένη για x σε µια ανοικτή περιοχή U στο 1 (στο
R), έτσι ώστε f(1) = 1 και xf(x) + [f(x)]x = 2 (x ∈ U).Επίσης υπολογίστε την παράγωγο f ′(1).

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση F (x, y) = xy + yx − 2.Υπολογίζοντας παρατηρούµε ότι

∂F

∂y
(x, y) = xy log x+

x

y
yx .

δηλαδή F (1, 1) = 0 και ∂F∂y (1, 1) = 1 6= 0.
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Από Θεώρηµα Πεπλεγµένης Συνάρτησης υπάρχει µια C∞ συνάρτηση y = f(x),ορισµένη για x σε µια
ανοικτή περιοχή U του 1 ώστε

xf(x) + [f(x)]x = 2, f(1) = 1

∆ιαφορίζουµε την παραπάνω σχέση ως προς x :

xf(x)[
f(x)

x
+ log xf ′(x)] + [f(x)]x[log f(x) +

x

f(x)
f ′(x)] = 0

όπου προκύπτει ότι f ′(1) = −1. �

5.12 Αποδείξτε ότι υπάρχει C∞ συνάρτηση z = φ(x, y) ορισµένη για (x, y) σε ανοικτή περιοχή U του
σηµείου (3,−2) στο R2, µε φ(3,−2) = 1 και έτσι ώστε

[φ(x, y)]6 + x[φ(x, y)]2 + 5yφ(x, y) + y2 + 2 = 0, (x, y) ∈ U.

Εν συνεχεία ϐρείτε τα µοναδιαία διανύσµατα ~u στην κατευθυνση των οποίων η κατευθυνόµενη πα-
ϱάγωγος ∂~uφ(3,−2) = 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση F (x, y, z) = z6 + xz2 + 5yz + y2 + 2.Υπολογίζοντας έχουµε ότι

∂F

∂z
(x, y, z) = 6z5 + 2xz + 5y ,

δηλαδή F (3,−2, 1) = 0 και ∂F∂z (3,−2, 1) = 2 6= 0.

Από Θεώρηµα Πεπλεγµένης Συνάρτησης υπάρχει C∞ συνάρτηση z = φ(x, y) ορισµένη για (x, y) σε
ανοικτή περιοχή U του σηµείου (3,−2) στο R2 µε

[φ(x, y)]6 + x[φ(x, y)]2 + 5yφ(x, y) + y2 + 2 = 0, φ(3,−2) = 1

∆ιαφορίζουµε την παραπάνω σχέση ως προς x και ως προς y :

6[φ(x, y)]5
∂φ

∂x
(x, y) + [φ(x, y)]2 + 2xφ(x, y)

∂φ

∂x
(x, y) + 5y

∂φ

∂x
(x, y) = 0

6[φ(x, y)]5
∂φ

∂y
(x, y) + 2xφ(x, y)

∂φ

∂y
(x, y) + 5φ(x, y) + 5y

∂φ

∂y
(x, y) + 2y = 0

όπου συµπεραίνουµε ότι ∂φ∂x (3,−2) = − 1
2 και ∂φ∂y (3,−2) = 1

2 ΄Αρα έχουµε πως ~∇φ(3,−2) = (− 1
2 ,

1
2 ).

Θεωρούµε ~u = (x, y) µε x2 + y2 = 1 ώστε να ισχύει το εξής :

∂~uφ(3,−2) = ~∇φ(3,−2) · ~u = −1

2
x+

1

2
y = 0⇔ x = y .

΄Αρα, τα ~u που ικανοποιούν την παραπάνω σχέση είναι τα ~u1 = (
√

2
2 ,
√

2
2 ) και ~u2 = (−

√
2

2 ,−
√

2
2 ). �
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Κεφάλαιο 8

∆ιπλά Ολοκληρώµατα

8.1 Ασκήσεις

8.1 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫∫
K

(2x+ 3y)dxdy όπου K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥

0}.

8.2 Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ y ≤ 1, y3 ≤ x ≤ 3− 2y, 0 ≤ z ≤ x2 + 2y2} .

8.3 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
a∫

x=0

( √
a2−x2∫
y=0

√
a2 − y2dy

)
dx,

8∫
x=0

(
2∫

y=
√
x

dy
y4+1

)
dx.

8.4 ∆είξτε ότι ο όγκος του στερεού {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, x2 + z2 ≤ 1} είναι 16/3.

8.5 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
2∫

x=1

(
(x− 1)

log x∫
y=0

√
1 + e2ydy

)
dx,

∫∫
√
x2+y2≤1,y≥0

x3

x4+y4+1dxdy.

8.6 Υπολογίστε τα όρια

lim
N,M→∞

M

N1+
√

2

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

k
√

2

M2 + l2
, lim
N,M→∞

1

N1+π

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

kπ√
M2 + l2

.

8.7 ∆είξτε ότι lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

kl

(N2 + k2 + l2)2
=

1

4
log

4

3
.

Υπόδειξη. Θεωρήστε το ολοκλήρωµα
∫∫

[0,1]×[0,1]

xydxdy/(x2 + y2 + 1)2.

8.8 Υπολογίστε το όριο lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

N10kl3

(N4 +N2k2 + l4)4
.

8.9 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
K

√
x+ y 3

√
x− ydxdy όπου K είναι το παραλληλόγραµµο µε κορυφές

τα σηµεία (2,−1), (5/2,−1/2), (3,−1) και (5/2,−3/2).

81
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8.10 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
1∫

x=0

(
1−x∫
y=0

e(y−x)/(y+x)dy

)
dx.

8.11 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x+y)4

(x−y)5 dxdy, όπουD είναι το τετράγωνο −1 ≤ x+y ≤ 1, 1 ≤ x−y ≤ 3.

8.12 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x+2y)3 dxdy
(2x2+5y2+2xy)3/2

, όπου

D = {(x, y) : 2x2 + 5y2 + 2xy ≤ 1, 1 ≤ 2x+ 4y ≤ 2}.

8.13 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

√
x2+y2≤a

(x2 + y2)5 dxdy.

8.14 Να ϐρείτε το κέντρο µάζας του ηµικυκλίου D = {(x, y) :
√
x2 + y2 ≤ a}.

8.15 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

√
x2+y2≤a

dxdy
(1+x2+y2)λ

(λ ∈ R).

8.16 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού K = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ a, x2 + y2 − a2 ≤ z ≤
√

4a2 − x2 − y2}.

8.17 Υπολογίστε το όγκο της σφαίρας ακτίνας a.

8.18 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού που η ϐάση του είναι το καρδιοειδές r ≤ a(1 + cos θ), και το οποίο
ϕράσσεται από πάνω από το παραβολοειδές z = x2 + y2.

8.19 Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου στο επίπεδο που περικλείεται από τον ληµνίσκο r2 = a2 cos 2θ.

8.20 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του χωρίου K = {(x, y) ∈ R2 : x
2

a2 + y2

b2 ≤ 1, y ≥ 0}.

8.21 ΄Ενα οµογενής δίσκος µάζας m και ακτίνας a περιστρέφεται γύρω από τον άξονα που είναι κάθετος
στο κέντρο του, µε γωνιακή ταχύτητα ω.Πόση είναι η κινητική του ενέργεια που οφείλεται σε αυτήν
την περιστροφή;.

8.22 Υπολογίστε την ϱοπή αδράνειας επίπεδης πλάκας σε σχήµα έλλειψης ως προς άξονα κάθετο στο κέντρο
αυτής. (Υποθέστε πυκνότητα µάζας ρ = 1).

8.23 Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που ϐρίσκεται ανάµεσα στους κυλίνδρους x2 + y2 = a2 και
x2 + y2 = b2 (a < b), και ϕράσσεται από πάνω από τον κώνο z = λ

√
x2 + y2 (λ > 0) και από κάτω

από το παραβολοειδές z = −µ(x2 + y2 + 1) (µ > 0).

8.24 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x2 − y2)5x6y6(x2 + y2)dxdy, όπου D είναι το σύνολο στο πρώτο

τεταρτηµόριο του xy− επιπέδου που ϕράσσεται από τις υπερβολές :

x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 2, xy = 3/2, xy = 2.

8.25 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I =
∫∫
D

dxdy√
x2+y2

, όπου D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

8.26 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

x2+y2<1

dxdy
(x2+y2)λ

για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R.

8.27 Να εξετάσετε ως προς την σύγκλιση το ολοκλήρωµα∫∫
x2+y2<1

dxdy√
x2 + |y|

.
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8.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

8.1 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫∫
K

(2x+ 3y)dxdy όπου K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥

0}.

Υπόδειξη. Από το σύνολο K προκύπτει πως 0 ≤ y ≤ a και 0 ≤ x ≤
√
a2 − y2.΄Αρα έχουµε πως

∫∫
K

(2x+ 3y)dxdy =

a∫
y=0

(

√
a2−y2∫
x=0

2x+ 3y dx)dy

=

a∫
y=0

(x2 + 3xy
∣∣√a2−y2
0

)dy

=

a∫
y=0

a2 − y2 + 3y
√
a2 − y2dy +

∫∫
K

(2x+ 3y)dxdy

= a2 − y3

3
− (a2 − y2)3/2

∣∣∣∣∣
a

0

=
5a3

3

�

8.2 Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ y ≤ 1, y3 ≤ x ≤ 3− 2y, 0 ≤ z ≤ x2 + 2y2}

Υπόδειξη.

Για να υπολογίσουµε τον όγκο του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ y ≤ 1, y3 ≤ x ≤ 3− 2y, 0 ≤ z ≤ x2 + 2y2}

αρκεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

1∫
y=0

(

3−2y∫
x=y3

x2 + 2y2 dx)dy .

Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

1∫
y=0

(

3−2y∫
x=y3

x2 + 2y2 dx)dy =

1∫
y=0

(3− 2y)3

3
− y9

3
+ 2y2(3− 2y)− 2y5 dy =

119

30
.

�

8.3 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
a∫

x=0

( √
a2−x2∫
y=0

√
a2 − y2dy

)
dx,

8∫
x=0

(
2∫

y=
√
x

dy
y4+1

)
dx.
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Υπόδειξη. (i) ΄Εχουµε από Θ. Fubini πως
a∫

x=0

( √
a2−x2∫
y=0

√
a2 − y2dy

)
dx =

∫∫
K

√
a2 − y2dydx όπου

K = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
√
a2 − x2}

το οποίο ισοδυναµεί µε το σύνολο

D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤ x ≤
√
a2 − y2} .

Από Θ.Fubini ισχύει πως
∫∫
D

√
a2 − y2dydx =

a∫
y=0

( √a2−y2∫
x=0

√
a2 − y2dy

)
dx

a∫
y=0

( √a2−y2∫
x=0

√
a2 − y2dy

)
dx =

a∫
y=0

√
a2 − y2(

∫ √a2−y2
x=0

dx)dy =

a∫
y=0

a2 − y2 =
2a3

3
.

(ii) Από Θ. Fubini έχουµε πως
8∫

x=0

(
2∫

y= 3
√
x

dy
y4+1 )dx =

∫∫
K

1
y4+1dydx όπου

K = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 8, 3
√
x ≤ y ≤ 2} ,

το οποίο ισοδυναµεί µε το σύνολο

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y3, 0 ≤ y ≤ 2} .

Από Θ. Fubini έχουµε πως

∫∫
D

1

y4 + 1
dxdy =

2∫
y=0

(

y3∫
x=0

dx)
1

y4 + 1
dy =

2∫
y=0

y3

y4 + 1
dy =

log 17

4
.

�

8.4 ∆είξτε ότι ο όγκος του στερεού {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, x2 + z2 ≤ 1} είναι 16/3.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε το στερεό D{(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, x2 + z2 ≤ 1} όπου ισοδυναµεί µε το σύνολο :

K = {(x, y, z) : −1 ≤ y ≤ 1,−
√

1− y2 ≤ x ≤
√

1− y2,−
√

1− x2 ≤ z ≤
√

1− x2} .

΄Αρα για τον υπολογισµό του όγκου του στερεού D αρκεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

V (D) =

∫∫
K

2
√

1− x2dxdy ,

όπου το παραπάνω ολοκλήρωµα γράφεται ισοδύναµα

V (D) =
∫∫
K

2
√

1− x2dxdy =
1∫

x=−1

( √
1−x2∫

−
√

1−x2

2
√

1− x2dy

)
dx =

1∫
x=−1

4(1− x2) =
16

3
. �

8.5 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
2∫

x=1

(
(x− 1)

log x∫
y=0

√
1 + e2ydy

)
dx,

∫∫
√
x2+y2≤1,y≥0

x3

x4+y4+1dxdy.
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Υπόδειξη. (i) Από Θ. Fubini έχουµε πως

I =

2∫
x=1

(
(x− 1)

log x∫
y=0

√
1 + e2ydy

)
dx =

∫∫
K

(x− 1)
√

1 + e2ydydx ,

όπου K = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ log x, 1 ≤ x ≤ 2 } το οποίο ισοδύναµεί µε το σύνολο

D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ log 2, ey ≤ x ≤ 2 } .

΄Ετσι από Θ. Fubini υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

I =
∫∫
D

(x− 1)
√

1 + e2ydxdy

=
log 2∫
y=0

√
1 + e2y

(
2∫

x=ey
(x− 1)dx

)
dy

=
log 2∫
y=0

(ey − e2y

2 )
√
e2y + 1dy

και αφήνεται στον αναγνώστη ο υπολογισµός του παραπάνω ολοκληρώµατος.

(ii) Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό

T : (u, v)→ (x, y) : (u, v)→ (x, y) = (−u, v) =

(
−1 0
0 1

)
(u, v)

µε det
∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
−1 0
0 1

)
= −1. Τελικά λοιπόν έχουµε το εξής :

I =

∫
√
u2+v2≤1, v≥0

−u3

u4 + v4 + 1
|det

∂(x, y)

∂(u, v)
| dxdy = −I ⇔ I = 0 .

�

8.6 Υπολογίστε τα όρια

lim
N,M→∞

M

N1+
√

2

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

k
√

2

M2 + l2
, lim
N,M→∞

1

N1+π

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

kπ√
M2 + l2

.

Υπόδειξη. (i) Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y) =
x
√

2

1 + y2
και την εξής διαµέριση του [0, 1] × [0, 1]

: P = Pi × Pj µε Pi = {x0 = 0, x1 = 1
N ,= · · · , xN−1 = N−1

N , xN = 1} και Pj = {y0 =

0, y1 = 1
M ,= · · · , yM−1 = M−1

M , yM = 1} µε xk =
k

N
και yl =

l

M
για k = 0, 1, · · · , N και

l = 0, 1, · · · ,M .

΄Αρα για την λεπτότητα της διαµέρισης P ισχύει πως

‖P‖ = max{diam{Q} : Q ∈ P} =

√
1

N2
+

1

M2
→ 0
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για M,N →∞.΄Αρα, η συνάρτηση f είναι διπλά ολοκληρώσιµη στο [0, 1]× [0, 1] και µάλιστα

lim
M,N→∞

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

f(xk, yl)(xk+1 − xk)(yl+1 − yl) =

∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy .

Παρατηρούµε λοιπόν ότι ισχύει το εξής :

lim
N,M→∞

M

N1+
√

2

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

k
√

2

M2 + l2
= lim
M,N→∞

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

f(xk, yl)(xk+1−xk)(yl+1−yl)

άρα, τελικά συµπεραίνουµε πως,

lim
N,M→∞

M

N1+
√

2

∑
1≤k≤N, 1≤l≤M

k
√

2

M2 + l2
=

∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy =
π

4(
√

2 + 1)

(ii) Το όριο υπολογίζεται όµοια µε το (i) ϑεωρώντας την συνάρτηση f(t, y) =
xπ√

1 + y2
.

�

8.7 ∆είξτε ότι lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

kl

(N2 + k2 + l2)2
=

1

4
log

4

3
.

Υπόδειξη. Θεωρήστε το ολοκλήρωµα
∫∫

[0,1]×[0,1]

xydxdy/(x2 + y2 + 1)2.

Υπόδειξη. Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) = xy/(x2 + y2 + 1)2 και την διαµέριση του [0.1]× [0, 1] :
P = Pi × Pj µε Pi = {x0 = 0, x1 = 1

N ,= · · · , xN−1 = N−1
N , xN = 1} και Pj = {y0 = 0, y1 = 1

N ,=

· · · , yN−1 = N−1
N , yN = 1} µε xk =

k

N
και yl =

l

N
για k, l = 0, 1, · · · , N .Τότε οµοίως µε την άσκηση

8.6 δείξτε ότι

lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

kl

(N2 + k2 + l2)2
=

∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy

΄Ετσι υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy =

1∫
y=0

y

( 1∫
x=0

x/(x2 + y2 + 1)2dx

)

=

1∫
y=0

y

2(y2 + 1)
− y

2(y2 + 2)
dy =

log y2+1
y2+2

4

∣∣∣∣1
0

=
log 4

3

4
. �

8.8 Υπολογίστε το όριο lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

N10kl3

(N4 +N2k2 + l4)4
.

Υπόδειξη. Θεωρήστε την συνάρτηση f(x, y) =
xy3

(x2 + y4 + 1)4
και την εξής διαµέριση του [0, 1]× [0, 1]

: P = Pi × Pj µε Pi = {x0 = 0, x1 = 1
N ,= · · · , xN−1 = N−1

N , xN = 1} και Pj = {y0 = 0, y1 = 1
N ,=
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· · · , yN−1 = N−1
N , yN = 1} µε xk =

k

N
και yl =

l

N
για k, l = 0, 1, · · · , N .Τότε οµοίως µε την άσκηση

8.6 δείξτε ότι

lim
N→∞

∑
1≤k,l≤N

N10kl3

(N4 +N2k2 + l4)4
=

∫∫
[0,1]×[0,1]

f(x, y)dxdy .

και υπολογίστε το ολοκλήρωµα. �

8.9 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
K

√
x+ y 3

√
x− ydxdy όπου K είναι το παραλληλόγραµµο µε κορυφές

τα σηµεία (2,−1), (5/2,−1/2), (3,−1) και (5/2,−3/2).

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό

T : (x, y)→ (u, v) : (u, v) = (x+ y, x− y) =

(
1 1
1 −1

)(
x
y

)

µε det

(
1 1
1 −1

)
= −2, άρα έχουµε ότι ισχύει det

∂(x, y)

∂(u, v)
= detT−1 =

1

det

(
1 1
1 −1

) = −1

2
. Για την

εύρεση των ορίων του ολοκληρώµατος έχουµε ότι ισχύει :

T (2,−1) = (1, 3), T (5/2,−1/2) = (2, 3), T (3,−1) = (2, 4), T (5/2,−3/2) = (1, 4)

΄Αρα προκύπτει πως ∫∫
K

√
x+ y 3

√
x− ydxdy =

∫∫
D

√
u 3
√
v|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|dxdy

όπου D το τετράγωνο µε κορυφές (1, 3), (2, 3), (2, 4), (1, 4).Από Θ. Fubini ισχύει το εξής :

∫∫
D

√
u 3
√
v|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|dudv =

4∫
v=3

( 2∫
u=1

√
u 3
√
v|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|du
)
dv

4∫
v=3

( 2∫
u=1

√
u 3
√
v|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|du
)
dv =

1

2

4∫
v=3

( 2∫
u=1

√
u 3
√
vdu

)
dv =

1

2

4∫
v=3

3
√
v

( 2∫
u=1

√
udu

)
dv

1

2

4∫
v=3

3
√
v

( 2∫
u=1

√
udu

)
dv =

1

2
(
2

3
u3/2

∣∣∣∣2
1

)(
3

4
v4/3

∣∣∣∣4
3

) . �

8.10 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
1∫

x=0

(
1−x∫
y=0

e(y−x)/(y+x)dy

)
dx.

Υπόδειξη. Από το Θ. Fubini έχουµε το εξής :

I =

1∫
x=0

( 1−x∫
y=0

e(y−x)/(y+x)dy

)
dx =

∫∫
D

e(y−x)/(y+x)dydx
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όπου D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x}.Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό :

T : (x, y)→ (u, v) = (y − x, y + x) =

(
−1 1
1 1

)(
x
y

)
µε det

(
−1 1
1 1

)
= −2, άρα ισχύει det

∂(x, y)

∂(u, v)
= −1

2
.΄Ετσι το σύνολο D είναι ισοδύναµο µε το

S = {(u, v) ∈ R2 : 0 ≤ v ≤ 1, −v ≤ u ≤ v }.

Από Θ. Fubini έχουµε ότι ισχύει το εξής :∫∫
S

eu/v|det
∂(x, y)

∂(u, v)
|dudv =

1∫
v=0

( v∫
u=−v

eu/v|det
∂(x, y)

∂(u, v)
|du
)
dv

I =

1∫
v=0

( v∫
u=−v

eu/v|det
∂(x, y)

∂(u, v)
|du
)
dv =

1

2

1∫
v=0

(
veu/v

∣∣∣∣v
−v

)
dv =

1

2

1∫
v=0

(
v(e − e−1

)
dv =

e− e−1

4

. �

8.11 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x+y)4

(x−y)5 dxdy, όπουD είναι το τετράγωνο −1 ≤ x+y ≤ 1, 1 ≤ x−y ≤ 3.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό :

T : (x, y)→ (u, v) = (x+ y, x− y) =

(
1 1
1 −1

)(
x
y

)
όπου det

(
1 1
1 −1

)
= 2, δηλαδή ισχύει ότι det

∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
.΄Ετσι το σύνολο D είναι ισοδύναµο µε το

τετράγωνο
S = {(u, v) ∈ R2 : −1 ≤ u ≤ 1, 1 ≤ v ≤ 3 }.

Από Θ. Fubini έχουµε ότι ισχύει το εξής :∫∫
S

u4

v5
|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|dvdu =

1∫
u=−1

( 3∫
v=1

u4

v5
dv

)
|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|du

Τελικά λοιπόν προκύπτει πως∫∫
D

(x+ y)4

(x− y)5
dxdy =

1∫
u=−1

( 3∫
v=1

u4

v5
dv

)
|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|du =

1

2

(
− v−4

4

∣∣∣∣3
1

)(
u5

5

∣∣∣∣1
−1

)
=

4

81
. �

8.12 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x+2y)3 dxdy
(2x2+5y2+2xy)3/2

, όπου

D = {(x, y) : 2x2 + 5y2 + 2xy ≤ 1, 1 ≤ 2x+ 4y ≤ 2}.

Υπόδειξη. Θεωρήστε τον γραµµικό µετασχηµατισµό :

T : (x, y)→ (u, v) = (x+ 2y, x− y) =

(
1 2
1 −1

)(
x
y

)
και κατόπιν πολικό µετασχηµατισµό. �
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8.13 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

√
x2+y2≤a

(x2 + y2)5 dxdy.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο D = {(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 ≤ a}.Κατόπιν ϑεωρούµε πολικό

µετασχηµατισµό στο σύνολο D :

x = r cos θ και y = r sin θ

µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r.Από το µετασχηµατισµό στο σύνολο D προκύπτει το εξής σύνολο :

G = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π} .

΄Ετσι τελικά έχουµε πως

∫∫
D

(x2 + y2)5dxdy =

∫∫
G

r11drdθ =

2π∫
θ=0

(

a∫
r=0

r11dr)dθ =
πa12

6
.

�

8.14 Να ϐρείτε το κέντρο µάζας του ηµικυκλίου D = {(x, y) :
√
x2 + y2 ≤ a, y ≥ 0}.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο D = {(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 ≤ a, y ≥ 0}.Κατόπιν ϑεωρούµε τον

πολικό µετασχηµατισµό
x = r cos θ και y = r sin θ

µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r.Από το µετασχηµατισµό και το σύνολο D προκύπτει το σύνολο

G = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π}.

Αν K(x̄, ȳ) το κέντρο µάζας του ηµικυκλίου, τότε ισχύει πως

x̄ =

∫∫
D

xdxdy∫∫
D

dxdy
=

π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r2 cos θdr)dθ

π∫
θ=0

(
a∫

r=0

rdr)dθ

= 0

ȳ =

∫∫
D

ydxdy∫∫
D

dxdy
=

π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r2 sin θdr)dθ

π∫
θ=0

(
a∫

r=0

rdr)dθ

=
2a3/3

πa2/2
=

4a3

3π
. �

8.15 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

√
x2+y2≤a

dxdy
(1+x2+y2)λ

(λ ∈ R).

Υπόδειξη. ΄Εστω το σύνολοD = {(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 ≤ a}. Θεωρούµε τον πολικό µετασχηµατισµό

:
x = r cos θ και y = r sin θ



90

µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r.Από το µετασχηµατισµό και το σύνολο D προκύπτει το σύνολο

G = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π}.

΄Ετσι προκύπτει πως
∫∫

√
x2+y2≤a

dxdy
(1+x2+y2)λ

=
2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r
(1+r2)λ

dr)dθ.∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(i) Αν λ = 1 τότε∫∫
√
x2+y2≤a

dxdy
(1+x2+y2)λ

=
2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r
(1+r2)λ

dr)dθ =
2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r
r2+1dr)dθ = π log (1 + a2) .

(ii) Αν λ 6= 1 τότε∫∫
√
x2+y2≤a

dxdy
(1+x2+y2)λ

=
2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r
(1+r2)λ

dr)dθ =
2π∫
θ=0

(1+r2)1−λ

2(1−λ)

∣∣∣∣a
r=0

dθ = π[(a2+1)1−λ−1]
1−λ .

�

8.16 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού K = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ a, x2 + y2 − a2 ≤ z ≤
√

4a2 − x2 − y2}.

Υπόδειξη. ΄Εστω το σύνολο K = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ a, x2 + y2 − a2 ≤ z ≤
√

4a2 − x2 − y2}.
Θεωρούµε τον πολικό µετασχηµατισµό

x = r cos θ και y = r sin θ

µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r.Από το µετασχηµατισµό και το σύνολο K προκύπτει το σύνολο

S = {(r, θ, z) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π, r2 − a2 ≤ z ≤
√

4a2 − r2}.

΄Αρα ο όγκος του στερεού ισούται µε

V (K) =
∫∫
K

√
4a2 − x2 − y2 − x2 − y2 + a2dxdy =

2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

(
√

4a2 − r2 − r2 + a2)rdr)dθ

=
2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

(
√

4a2 − r2 − r2 + a2)rdr)dθ = 2π[− 1
3 (4a2 − r2)3/2 − r4

4 + a2r2

2 ]

∣∣∣∣a
r=0

�

8.17 Υπολογίστε το όγκο της σφαίρας ακτίνας a.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2} που γράφεται ισοδύναµα ως

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ a2,−
√
a2 − x2 − y2 ≤ z ≤

√
a2 − x2 − y2}.

Για να ϐρούµε τον όγκο της σφαίρας αρκεί να υπολογίσουµε το εξής διπλό ολοκλήρωµα :∫∫
D

2
√
a2 − x2 − y2dxdy .

Θεωρούµε λοιπόν τον πολικό µετασχηµατισµό :

x = r cos θ και y = r sin θ
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µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r. ΄Αρα από το µετασχηµατισµό προκύπτει το εξής :

V (D) =
∫∫
D

2
√
a2 − x2 − y2dxdy =

2π∫
θ=0

(
a∫

r=0

r
√
a2 − r2dr)dθ = 2π(− 2

3 (a2 − r2)3/2

∣∣∣∣a
r=0

) = 4πa3

3 . �

8.18 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού που η ϐάση του είναι το καρδιοειδές r ≤ a(1 + cos θ), και το οποίο
ϕράσσεται από πάνω από το παραβολοειδές z = x2 + y2.

Υπόδειξη. ΄Εστω D το σύνολο που περιγράφει το παραπάνω στερεό.Θεωρούµε τον πολικό µετασχηµα-
τισµό :

x = r cos θ και y = r sin θ

µε det
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r, δηλαδή προκύπτει το εξής :

V (D) =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =

2π∫
θ=0

(

a(1+cos θ)∫
r=0

r3dr)dθ =

2π∫
θ=0

a4(1 + cos θ)4

4
dθ =

35a4π

16
. �

8.19 Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου στο επίπεδο που περικλείεται από τον ληµνίσκο r2 = a2 cos 2θ.

Υπόδειξη. ΄Εφαρµόζοντας πολικό µετασχηµατισµό στο παραπάνω χωρίο αρκεί να υπολογίσουµε το
ολοκλήρωµα

E(X) =

π/4∫
θ=−π/4

(

a
√

cos 2θ∫
r=0

rdr)dθ =
a2
√

2

4
.

Σηµείωση. Για την εύρεση των άκρων ολοκλήρωσης ως προς θ χρησιµοποιήσαµε ότι cos 2θ ≥ 0. �

8.20 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του χωρίου K = {(x, y) ∈ R2 : x
2

a2 + y2

b2 ≤ 1, y ≥ 0}.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό

(u, v)→ (x, y) = (au, bv) =

(
a 0
0 b

)(
u
v

)

µε det
∂(x, y)

∂(u, v)
= ab. Τότε προκύπτουν οι εξής δύο περιπτώσεις :

(i) Αν b > 0 τότε από το σύνολο K προκύπτει το σύνολο

D = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1, v ≥ 0}

και µε πολικό µετασχηµατισµό το κέντρο ϐάρους είναι το G = (x̄, ȳ) µε

x̄ =

∫∫
K

xdxdy∫∫
K

dxdy
=

ab
π∫

θ=0

(
1∫

r=0

r2 cos θdr)dθ

ab
π∫

θ=0

(
1∫

r=0

rdr)dθ

= 0
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ȳ =

∫∫
K

ydxdy∫∫
K

dxdy
=

ab
π∫

θ=0

(
1∫

r=0

r2 sin θdr)dθ

ab
π∫

θ=0

(
1∫

r=0

rdr)dθ

=
4

3π

(ii) Αν b < 0 τότε από το σύνολο K προκύπτει το σύνολο

D = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1, v ≤ 0}

και µε πολικό µετασχηµατισµό το κέντρο ϐάρους είναι το G = (x̄, ȳ) µε

x̄ =

∫∫
K

xdxdy∫∫
K

dxdy
=

ab
0∫

θ=−π
(

1∫
r=0

r2 cos θdr)dθ

ab
0∫

θ=π

(
1∫

r=0

rdr)dθ

= 0

ȳ =

∫∫
K

ydxdy∫∫
K

dxdy
=

ab
0∫

θ=−π
(

1∫
r=0

r2 sin θdr)dθ

ab
0∫

θ=−π
(

1∫
r=0

rdr)dθ

=
4

3π
�

8.21 ΄Ενα οµογενής δίσκος µάζας m και ακτίνας a περιστρέφεται γύρω από τον άξονα που είναι κάθετος
στο κέντρο του, µε γωνιακή ταχύτητα ω.Πόση είναι η κινητική του ενέργεια που οφείλεται σε αυτήν
την περιστροφή;.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι η κινητική ενέργεια του δίσκου, που οφείλεται στην περιστροφή του ισούται µε
:

K =
1

2
Iω2

µε I =

∫∫
x2+y2<a2

(x2 + y2)dxdy, όπου µε τον πολικό µετασχηµατισµό προκύπτει το εξής :

I =

2π∫
θ=0

(

a∫
r=0

r3dr)dθ =
a4π

2
.

΄Ετσι τελικά προκύπτει πως η κινητική ενέργεια ισούται µε K =
a4ω2π

4
. �

8.22 Υπολογίστε την ϱοπή αδράνειας επίπεδης πλάκας σε σχήµα έλλειψης ως προς άξονα κάθετο στο κέντρο
αυτής. (Υποθέστε πυκνότητα µάζας ρ = 1).

Υπόδειξη. ΄Εστω το σύνολο D = {(x, y) ∈ R2 : x2

a2 + y2

b2 ≤ 1, a, b ∈ R}.Τότε έχουµε πως η ϱοπή
αδράνειας ισούται µε

I =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy

Θεωρούµε τον γραµµικό µετασχηµατισµό :

T : (u, v)→ (x, y) = (au, bv) =

(
a 0
0 b

)(
u
v

)
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µε det
∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
a 0
0 b

)
= ab. Κατόπιν στο σύνολο M = {(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 ≤ 1 }

εφαρµόζουµε πολικό µετασχηµατισµό, όπου προκύπτει το εξής :

I =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy =

∫∫
M

(a2u2 + b2v2)abdudv =

2π∫
θ=0

(

1∫
r=0

(a2r2 cos2 θ + r2b2 sin2 θ)rabdr)dθ

Τελικά λοιπόν έχουµε πως η ϱοπή αδράνειας ισούται µε I =
ab(πa2 + πb2)

4
. �

8.23 Να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που ϐρίσκεται ανάµεσα στους κυλίνδρους x2 + y2 = a2 και
x2 + y2 = b2 (a < b), και ϕράσσεται από πάνω από τον κώνο z = λ

√
x2 + y2 (λ > 0) και από κάτω

από το παραβολοειδές z = −µ(x2 + y2 + 1) (µ > 0).

Υπόδειξη. Ο όγκος του παραπάνω στερεού ισούται µε :

V (D) =

∫∫
D

λ
√
x2 + y2 + µ(x2 + y2 + 1)dxdy

όπου D = {(x, y) : a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2, −µ(x2 + y2 + 1) ≤ z ≤ λ
√
x2 + y2.

Εφαρµόζοντας πολικό µετασχηµατισµό προκύπτει πως

V (D) =
∫∫
D

λ
√
x2 + y2 + µ(x2 + y2 + 1)dxdy =

2π∫
θ=0

(
b∫

r=a

[λr + µ(r2 + 1)]rdr)dθ = λr3

3 + µr4

4 +

µr2

2

∣∣∣∣b
r=a

2π. �

8.24 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫
D

(x2 − y2)5x6y6(x2 + y2)dxdy, όπου D είναι το σύνολο στο πρώτο

τεταρτηµόριο του xy− επιπέδου που ϕράσσεται από τις υπερβολές :

x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 2, xy = 3/2, xy = 2.

Υπόδειξη.

Για τον υπολογισµό του παραπάνω ολοκληρώµατος ϑεωρούµε τον µετασχηµατισµό :

u = x2 − y2 και v = 2xy,

υπολογίζουµε τις Jacobians και ϐρίσκουµε ότι :

det
∂(u, v)

∂(x, y)
= 4(x2 + y2) και det

∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

4(x2 + y2)
=

1

4
√
u2 + v2

.

Επίσης το σύνολο G = S(D), όπου S(x, y) = (u, v) = (x2 − y2, 2xy) , είναι το ορθογώνιο [1, 2] ×
[3, 4].Εν

συνεχεία ελέγχουµε ότι ο µετασχηµατισµός S : D̄ → Ḡ, είναι C∞ σε περιοχή του D̄ είναι 1 − 1 και
επί.΄Αρα,∫∫
D

(x2 − y2)x6y6(x2 + y2)dxdy =

∫∫
G

u5(v/2)6
√
u2 + v2|det

∂(x, y)

∂(u, v)
|dudv =
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∫∫
G

u5(v/2)6
√
u2 + v2

1

4
√
x2 + y2

dudv =
1

4 · 26

∫∫
G

u5v6dudv ,

όπου το παραπάνω ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα από Θ. Fubini. �

8.25 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I =
∫∫
D

dxdy√
x2+y2

, όπου D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Υπόδειξη.

Παρατηρούµε ότι η f(x, y) =
1√

x2 + y2
δεν είναι ϕραγµένη στο σύνολο D−{(0, 0)} και ακριβέστερα

έχουµε ότι

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

1√
x2 + y2

=∞.

Τότε, προκύπτει πως, I = lim
ε→0

∫∫
Dε

dxdy√
x2 + y2

όπου Dε = {(x, y) ∈ R2 : ε2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}.

Μέσω πολικού µετασχηµατισµού ϐρίσκουµε ότι :∫∫
D

dxdy√
x2 + y2

= lim
ε→0

2π∫
θ=0

1∫
r=ε

drdθ = lim
ε→0

[2π(1− ε)] = 2π

�

8.26 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫∫

x2+y2<1

dxdy

(x2 + y2)λ
για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R.

Υπόδειξη.

Υπολογίζουµε σε πολικές συντεταγµένες ϐρίσκουµε :∫∫
ε<
√
x2+y2<1

dxdy

(x2 + y2)λ
=

2π∫
θ=0

(

1∫
r=ε

r1−2λdr)dθ =

{
π

1−λ (1− ε2−2λ), λ 6= 1

2π log 1
ε , λ = 1

΄Ετσι

lim
ε→0

∫∫
ε<
√
x2+y2<1

dxdy

(x2 + y2)λ
=

{π/(1− λ), λ < 1
∞, λ > 1
∞, λ = 1

Το συµπέρασµα είναι ότι ∫∫
x2+y2<1

dxdy

(x2 + y2)λ
=

{π/(1− λ), λ < 1
∞, λ > 1
∞, λ = 1

�

8.27 Να εξετάσετε ως προς την σύγκλιση το ολοκλήρωµα∫∫
x2+y2<1

dxdy√
x2 + |y|

.
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Υπόδειξη.

Παρατηρούµε ότι πάνω στο σύνολο που ολοκληρώνουµε, όταν δηλαδή x2 + y2 < 1, η ποσότητα

x2 + |y| ≥ x2 + y2,

οπότε
1√

x2 + |y|
≤ 1√

x2 + y2
.

Από την 8.25, το ολοκλήρωµα
∫∫

x2+y2<1

dxdy/
√
x2 + y2 συγκλίνει κατά συνέπεια

∫∫
x2+y2<1

dxdy/
√
x2 + |y| <∞.

�
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Κεφάλαιο 9

Τριπλά Ολοκληρώµατα

9.1 Ασκήσεις

9.1 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

1∫
0

[ √1−x2∫
0

( √1−x2−y2∫
0

(x2 + y2 + z2)3/2dz

)
dy

]
dx.

9.2 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του ηµισφαιρίου

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < a2, z > 0}.

9.3 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z > a} (−1 < a < 1).

9.4 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του στερεού

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z > λ
√
x2 + y2} (λ > 0).

9.5 Υπολογίστε την κινητική ενέργεια µια οµογενούς µπάλας µάζας m και ακτίνας R, όταν αυτή περι-
στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω, γύρω από τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο της.

9.6 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα

(i)
a∫

x=0

[ √
a2−x2∫
y=0

( √a2−x2−y2∫
z=0

dz√
1+x2+y2+z2

)
dy

]
dx

(ii)
a∫

x=0

[ √
a2−x2∫
y=0

( √2a2−x2−y2∫
z=
√
x2+y2

x2+y2+z2√
1+x2+y2+z2

dz

)
dy

]
dx

9.7 Σωστό ή λάθος ;

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<r2

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
=

{ 4π
3−2λ (r3−2λ − ε3−2λ, 3− 2λ 6= 0

4π(log r − log ε), λ = 3/2

97
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9.8 Σωστό ή λάθος ; ∫∫∫
x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
<∞ αν και µόνο αν 2λ > 3

9.9 Σωστό ή λάθος ; ∫∫∫
x2+y2+z2>1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
<∞ αν και µόνο αν 2λ < 3

9.10 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
r2< x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
<R2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)λ
dxdydz (a, b, c, r, R > 0, λ ∈ R).

9.11 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα ∫∫∫
G

zdxdydz,

∫∫∫
G

√
zdxdydz

οπου G είναι το εξής στερεό στον xyz− χώρο:

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≤ 2ax, z ≥ 0}.

9.12 Γράψτε τα ολοκληρώµατα-σε κυλινδρικές συντεταγµένες-για τον εντοπισµό του κέντρου ϐάρους του
στερεού

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≤ 2ax, y ≥ 0, z ≥ 0}.

9.13 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫∫∫
G

(x2 + y2)zdxdydz,

∫∫∫
G

√
zdxdydz

όπου G είναι το εξής στερεό στον xyz− χώρο:

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≥ 2ax, z ≥ 0}.

9.14 ΄Εστω G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, (x2 + y2)2 ≥ a2(x2 − y2), z ≥ 0}.Πως µπορο-
ύµε να γράψουµε ένα ολοκλήρωµα

∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz σαν διαδοχικό ολοκλήρωµα σε κυλινδρικές

συντεταγµένες ;

9.15 Σωστό ή λάθος ;
∫∫∫

x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
< +∞.

9.16 Σωστό ή λάθος ;∫∫∫
x4+y6+z8<10

dxdydz

(x2 + 2y2 + 3z2)3/4
< +∞,

∫∫∫
x4+y6+z8<1

dxdydz

(x4 + 2y4 + 3z4)3/5
< +∞

.
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9.17 Σωστό ή λάθος ; Αν a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3) είναι τρία σηµεία στον xyz− χώρο
τότε ∣∣∣∣det

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣ = 3

∫∫∫
G

dxdydz

όπου G = {ta+ sb+ uc : µε t, s, u ≥ 0 και 0 ≤ t+ s+ u ≤ 1}.

9.18 Υπολογίστε τον όγκο του στερεούG = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < y < 1, y2 < x < 3−2y, 0 < z < x2+2y2}.

9.19 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
x2+y2+z2<1

dxdydz√
(x2+y2+z2)(1−x2−y2−z2)

= lim
ε→0+

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<(1−ε)2

dxdydz√
(x2+y2+z2)(1−x2−y2−z2)

9.20 Υπολογίστε το τριπλό ολοκλήρωµα
∫∫∫
K

x2
√
zdxdydz όπου

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0} (a > 0).

9.21 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : −1 ≤ x+ y ≤ 1, 1 ≤ x− y ≤ 3 και 0 ≤ z(x− y)6 ≤ |x+ y|5}.

9.22 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫∫∫
x2+y2+z2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz .

Εν συνεχεία χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
ax2+by2+cz2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz (a, b, c > 0) .

9.23 Για ένα συµπαγές σύνολο K ⊂ R2, ϑεωρήστε το σύνολο

Ω = {(tx, ty, a(1− t)) : (x, y) ∈ K, 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ R3 (a > 0)

∆είξτε ότι
∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz = a
∫∫

(u,v)∈K

(
1∫

t=0

f(tu, tv, (1− t)a)t2dt

)
dudv. (Υποθέστε ότι το σύνολο

K έχει κατα τµήµατα οµαλό σύνορο και ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο Ω.) Εν συνεχεία δείξτε ότι

ο όγκος του Ω είναι ίσος µε
1

3
a ·Eµβ(K).∆είξτε επίσης ότι η ϱοπή αδράνειας του στερεού Ω µε άξονα

περιστροφής τον άξονα των x είναι
1

5
a

∫∫
(x,y)∈K

y2dxdy. (Υποθέστε σταθερή πυκνότητα µάζας ίση µε 1.)

9.24 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy,

∫∫∫
R3

e−(x2+y2+z2)dxdydz.

9.25 ∆είξτε ότι για κατάλληλους αριθµούς a, b και συνάρτηση f ,

∫∫
x>0,y>0,x+y<1

xaybf(x+ y)dxdy =

( 1∫
u=0

ua+b+1f(u)du

)( 1∫
v=0

va(1− v)bd

)
.
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Υπόδειξη. Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό x = uv, y = u(1− v), µε αντίστροφο τον

u = x+ y, v = x/(x+ y).



101

9.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

9.1 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

1∫
0

[ √1−x2∫
0

( √1−x2−y2∫
0

(x2 + y2 + z2)3/2dz

)
dy

]
dx.

Υπόδειξη. Από το Θ. Fubini έχουµε πως

I =

1∫
0

[ √1−x2∫
0

( √1−x2−y2∫
0

(x2 + y2 + z2)3/2dz

)
dy

]
dx =

∫∫∫
G

(x2 + y2 + z2)3/2dzdydx

όπου G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}.Εφαρµόζοντας σφαιρικές
συντεταγµένες στο G έχουµε το εξής :

x = ρ cos θ sinφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cosφ

για 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ φ ≤ π
2 , 0 ≤ θ ≤ π

2 και det ∂(x,y,z)
∂(ρ,φ,θ) = ρ2 sinφ. ΄Ετσι υπολογίζουµε ως εξής :

I =

∫∫∫
G

(x2 + y2 + z2)3/2dzdydx =

π/2∫
θ=0

[ π/2∫
φ=0

( 1∫
ρ=0

ρ5 sinφdρ

)
dφ

]
dθ =

π

12
.

�

9.2 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του ηµισφαιρίου

D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < a2, z > 0}.

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικό µετασχηµατισµό στο D :

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

µε
∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
= r.Τότε αν (x̄, ȳ, z̄) το κέντρο ϐάρους του D έχουµε ότι ισχύει x̄ = ȳ = 0 και

z̄ =

2π∫
0

a∫
0

√
a2−r2∫
0

rzdzdrdθ

2π∫
0

a∫
0

√
a2−r2∫
0

rdzdrdθ

=

π
a∫
0

r(a2 − r2)dr

2π
a∫
0

r
√
a2 − r2dr

=
3a2

8
.

�

9.3 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z > a} (−1 < a < 1).

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικό µετασχηµατισµό στο K :

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

για
∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
= r, 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ θ < 2π και a < z < 1.΄Ετσι υπολόγιζουµε διαδοχικά για την εύρεση

του κέντρου ϐάρους G(x, y, z).
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(i) x =

∫∫∫
D

xdxdydz∫∫∫
D

dxdydz
= 0

(ii) y =

∫∫∫
D

ydxdydz∫∫∫
D

dxdydz
= 0

(iii) y =

∫∫∫
D

zdxdydz∫∫∫
D

dxdydz
=

2π∫
θ=0

1∫
z=a

√
1−z2∫
r=0

zrdrdzdθ

2π∫
θ=0

1∫
z=a

√
1−z2∫
r=0

rdrdzdθ

�

9.4 Εντοπίστε το κέντρο ϐάρους του στερεού

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, z > λ
√
x2 + y2} (λ > 0).

Υπόδειξη. Εφαρµόζοντας σφαιρικό µετασχηµατισµό στο παραπάνω σύνολο έχουµε

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.1)

όπου έχουµε ότι 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ < π
2 (αφού z > 0) και 0 ≤ r ≤ 1.Παρατηρήστε ότι για

z = r cosφ0 = r| sinφ0| = λ
√
x2 + y2 ⇔ φ0 = arctan 1

λ . ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι 0 <≤ θ ≤ 2π, 0 <
φ < φ0 και 0 < r < 1. ΄Ετσι αφήνεται στον αναγνώστη να υπολογίσει διαδοχικά για την εύρεση του
κέντρου ϐάρους G(x, y, z) :

(αʹ) x =

∫∫∫
D

xdxdydz∫∫∫
D

dxdydz

(ϐʹ) y =

∫∫∫
D

ydxdydz∫∫∫
D

dxdydz

(γʹ) x =

∫∫∫
D

zdxdydz∫∫∫
D

dxdydz

�

9.5 Υπολογίστε την κινητική ενέργεια µια οµογενούς µπάλας µάζας m και ακτίνας R, όταν αυτή περι-
στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω, γύρω από τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο της.

Υπόδειξη. ΄Εστω D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ R2}. Τότε γνωρίζουµε ότι

K =
1

2
Iω2 =

1

2
ω2

∫∫∫
D

(x2 + y2 + z2)dxdydz.

Εφαρµόζουµε σφαιρικό µετασχηµατισµό στο D :

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.2)

όπου 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ r ≤ R και |∂(x,y,z)
∂(θ,φ,r) | = r2 sinφ. ΄Ετσι έχουµε ότι

K =
1

2
Iω2 =

2π∫
θ=0

π∫
φ=0

R∫
r=0

r3 sinφdrdφdθ =
πω2R4

2
.

�
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9.6 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα

(i)
a∫

x=0

[ √
a2−x2∫
y=0

( √a2−x2−y2∫
z=0

dz√
1+x2+y2+z2

)
dy

]
dx

(ii)
a∫

x=0

[ √
a2−x2∫
y=0

( √2a2−x2−y2∫
z=
√
x2+y2

x2+y2+z2√
1+x2+y2+z2

dz

)
dy

]
dx

Υπόδειξη. (i) ΄Εχουµε ότι

I1 =

a∫
x=0

[ √a2−x2∫
y=0

( √a2−x2−y2∫
z=0

dz√
1 + x2 + y2 + z2

)
dy

]
dx =

∫∫∫
K

dxdydz√
1 + x2 + y2 + z2

,

όπου
K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, x, y, z ≥ 0}.

΄Ετσι εφαρµόζοντας σφαιρικό µετασχηµατισµό στο K έχουµε ότι

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.3)

όπου 0 ≤ θ ≤ π
2 , 0 ≤ φ ≤

π
2 , 0 ≤ r ≤ a και |∂(x,y,z)

∂(θ,φ,r) | = r2 sinφ. ΄Ετσι έχουµε ότι

I1 =

∫∫∫
K

dxdydz√
1 + x2 + y2 + z2

=

∫ π
2

θ=0

∫ π
2

φ=0

∫ 1

r=0

r2 sinφ√
1− r2

drdφdθ

(ii) Ακολουθήσε όµοια µέθοδο µε αυτή του (i).

�

9.7 Σωστό ή λάθος ;

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<r2

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
=

{ 4π
3−2λ (r3−2λ − ε3−2λ), 3− 2λ 6= 0

4π(log r − log ε), λ = 3/2

Υπόδειξη. ΄Εχουµε ότι I =
∫∫∫

ε2<x2+y2+z2<r2

dxdydz
(x2+y2+z2)λ

=
∫∫∫
K

dxdydz
(x2+y2+z2)λ

, όπου ισχύει

K = {(x, y, z) ∈ R3 : ε3 < x2 + y2 + z2 < r2}.

Εφαρµόζουµε σφαιρικό µετασχηµατισµό στο K :

x = ρ cos θ sinφ y = ρ sin θ sinφ z = ρ cosφ (9.4)

όπου προκύπτει ότι I =
2π∫
θ=0

π∫
φ=0

r∫
ρ=ε

ρ2 sinφ
ρ2λ

= 4π
r∫
ε

ρ2−2λdρ. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

(αʹ) Αν λ = 3/2, τότε I = 4π
r∫

ρ=ε

1
ρdρ = 4π(log r − log ε).

(ϐʹ) Αν 3− 2λ 6= 0 έχουµε ότι I = 4π
3−2λ (r3−2λ − ε3−2λ).
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΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός είναι αληθής. �

9.8 Σωστό ή λάθος ; ∫∫∫
x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
<∞ αν και µόνο αν 2λ > 3

Υπόδειξη. ΄Εστω I =
∫∫∫

x2+y2+z2<1

dxdydz
(x2+y2+z2)λ

. Θεωρούµε το ολοκλήρωµα

Iε =

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ

όπου από ΄Ασκηση 9.7 έχουµε τις εξής περιπτώσεις :

(i) Για λ = 3/2 ισχύει ότι Iε = −4π log ε, όπου I = lim
ε→0+

Iε =∞.

(ii) Για 2λ > 3 ισχύει ότι I = lim
ε→0+

Iε = lim
ε→0+

4π
3−2λ (1− ε3−2λ) =∞.

(iii) Για 2λ < 3 ισχύει ότι I = lim
ε→0+

Iε = lim
ε→0+

4π
3−2λ (1− ε3−2λ) = 4π

3−2λ <∞.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός είναι αληθής. �

9.9 Σωστό ή λάθος ; ∫∫∫
x2+y2+z2>1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
<∞ αν και µόνο αν 2λ < 3

Υπόδειξη. ΄Εστω I =
∫∫∫

x2+y2+z2>1

dxdydz
(x2+y2+z2)λ

και ϑεωρούµε

Iε =

∫∫∫
ε2>x2+y2+z2>1

dxdydz

(x2 + y2 + z2)λ
.

Εφαρµόζουµε σφαιρικό µετασχηµατισµό στο σύνολο ολοκλήρωσης :

x = ρ cos θ sinφ y = ρ sin θ sinφ z = ρ cosφ (9.5)

όπου προκύπτει ότι Iε = 4π
ε∫

1

ρ3−2λdρ και διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

(i) Αν λ = 3/2, τότε Iε = 4π
ε∫

ρ=1

1
ρdρ = 4π log ε, δηλαδή I = lim

ε→∞
Iε =∞.

(ii) Αν 3 > 2λ, τότε Iε = 4π(ε3−2λ − 1), δηλαδή I = lim
ε→∞

Iε =∞.

(iii) Αν 3 < 2λ, τότε Iε = 4π(ε3−2λ − 1), δηλαδή I = lim
ε→∞

Iε = −4π <∞.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι ο ισχυρισµός είναι αληθής. �

9.10 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
r2< x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
<R2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)λ
dxdydz (a, b, c, r, R > 0, λ ∈ R).
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Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο K = {(x, y, z) : r2 < x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 < R2}. Θεωρούµε την γραµµική
απεικόνιση :

φ : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (u, v, w) = (
x

a
,
y

b
,
z

c
).

Τότε ∂(x,y,z)
∂(u,v,w) = abc και το παραπάνω σύνολο ολοκλήρωσης διαµορφώνεται ως εξής :

D = {(x, y, z) : r2 < x2 + y2 + z2 < R2}.

Εφαρµόζουµε σφαιρικό µετασχηµατισµό στο D :

x = ρ cos θ sinφ y = ρ sin θ sinφ z = ρ cosφ (9.6)

΄Ετσι έχουµε ότι

I =

∫∫∫
r2< x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
<R2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)λ
dxdydz = abc

2π∫
θ=0

π∫
φ=0

R∫
ρ=r

(ρ2λ+2 sinφ)dρdφdθ

όπου προκύπτει ότι I = 4abcπ
R∫

ρ=r

ρ2λ+2dρ. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

(i) Για λ = −3/2, τότε έχουµε I = 4abcπ
R∫

ρ=r

1
ρdρ = 4abcπ(logR− log r).

(ii) Για λ 6= −3/2, έχουµε ότι I = 4abcπ
2λ+3 (R2λ+3 − r2λ+3).

�

9.11 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα ∫∫∫
G

zdxdydz,

∫∫∫
G

√
zdxdydz

οπου G είναι το εξής στερεό στον xyz− χώρο:

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≤ 2ax, z ≥ 0}.

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικές συντεταγµένες στο G :

x = r cos θ y = r sin θ z = z (9.7)

όπου προκύπτει ότι 0 ≤ z ≤
√

4a2 − r2, 0 ≤ r ≤ 2a cos θ και −π2 ≤ θ ≤ π
2 (αφού 2a cos θ ≥ 0).

Υπολογίζουµε λοιπόν διαδοχικά ως εξής :∫∫∫
G

zdxdydz =

∫ π
2

θ=−π2

∫ 2a cos θ

r=0

∫ √4a2−r2

z=0

rzdzdrdθ = πa4.

Οµοίως υπολογίζεται και το
∫∫∫
G

√
zdxdydz. �

9.12 Γράψτε τα ολοκληρώµατα-σε κυλινδρικές συντεταγµένες-για τον εντοπισµό του κέντρου ϐάρους του
στερεού

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≤ 2ax, y ≥ 0, z ≥ 0}.
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Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικές συντεταγµένες στο G :

x = r cos θ y = r sin θ z = z (9.8)

όπου προκύπτει ότι 0 ≤ z ≤
√

4a2 − r2, 0 ≤ r ≤ 2a cos θ και 0 ≤ θ ≤ π
2 , αφού 2a cos θ ≥ 0 και

r sin θ ≥ 0. ΄Ετσι αφήνεται στον αναγνώστη να υπολογίσει διαδοχικά για την εύρεση του κέντρου
ϐάρους G(x, y, z) :

(αʹ) x =

∫∫∫
G

xdxdydz∫∫∫
G

dxdydz

(ϐʹ) y =

∫∫∫
G

ydxdydz∫∫∫
G

dxdydz

(γʹ) x =

∫∫∫
G

zdxdydz∫∫∫
G

dxdydz

�

9.13 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫∫∫
G

(x2 + y2)zdxdydz,

∫∫∫
G

√
zdxdydz

όπου G είναι το εξής στερεό στον xyz− χώρο:

G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, x2 + y2 ≥ 2ax, z ≥ 0}.

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικές συντεταγµένες στο G :

x = r cos θ y = r sin θ z = z (9.9)

όπου προκύπτει ότι 0 ≤ z ≤
√

4a2 − r2, 2a cos θ ≤ r ≤ 2a, 0 ≤ θ ≤ 2π και |∂(x,y,z)
∂(r,θ,z) | = r.

Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

(i)
∫∫∫
G

(x2 + y2)zdxdydz =
2π∫
θ=0

2a∫
r=2a cos θ

√
4a2−r2∫
z=0

r3zdzdrdθ

(ii) Οµοίως υπολογίζεται και το
∫∫∫
G

√
zdxdydz.

�

9.14 ΄Εστω G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, (x2 + y2)2 ≥ a2(x2 − y2), z ≥ 0}.Πως µπορο-
ύµε να γράψουµε ένα ολοκλήρωµα

∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz σαν διαδοχικό ολοκλήρωµα σε κυλινδρικές

συντεταγµένες ;

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε κυλινδρικές συντεταγµένες στο G :

x = r cos θ y = r sin θ z = z (9.10)



107

όπου προκύπτει ότι 0 ≤ z ≤
√
a2 − r2. Τώρα αν cos 2θ ≥ 0, τότε a

√
cos θ ≤ r ≤ a, ενώ αν cos 2θ < 0,

τότε 0 ≤ r ≤ a.Τότε για 0 ≤ θ ≤ 2π, έχουµε ότι ∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz

= 4(

∫ π
4

θ=0

∫ a

r=a
√

cos 2θ

∫ √a2−r2
z=0

f(r cos θ, r sin θ, z)rdzdrdθ

+

∫ π
2

θ=π
4

∫ a

r=0

∫ √a2−r2
z=0

f(r cos θ, r sin θ, z)rdzdrdθ)

�

9.15 Σωστό ή λάθος ;
∫∫∫

x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
< +∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω I =
∫∫∫

x2+y2+z2<1

dxdydz
(x2+2y2+3z2)3/2

< +∞ και ϑεωρούµε το

Iε =

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<1

dxdydz

(x2 + 2y2 + 3z2)3/2
.

Εφαρµόζουµε σφαιρικό µετασχηµατισµό στο σύνολο Gε = {(x, y, z) ∈ R3 : ε2 < x2 + y2 + z2 < 1} :

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.11)

µε 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, ε < r < 1 και |∂(x,y,z)
∂(r,φ,θ) | = r2 sinφ. Τότε προκύπτει ότι

Iε =

∫ 2π

θ=0

∫ π

φ=0

∫ 1

r=ε

r2 sinφ drdφdθ

(r2 sin2 φ cos2 θ + 2r2 sin2 φ sin2 θ + 3r2 cos2 φ)3/2

=

∫ 2π

θ=0

∫ π

φ=0

sinφ drdφdθ

(sin2 φ cos2 θ + 2 sin2 φ sin2 θ + 3 cos2 φ)3/2
·
∫ 1

r=ε

1

r
dr

= K ·
∫ 1

r=ε

1

r
dr = K · (− log ε)

Αφού K <∞, τότε έχουµε ότι I = lim
ε→0+

Iε =∞, δηλαδή ο ισχυρισµός είναι λανθασµένος. �

9.16.

9.17 Σωστό ή λάθος ; Αν a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3) είναι τρία σηµεία στον xyz− χώρο
τότε ∣∣∣∣ det

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣ = 3

∫∫∫
G

dxdydz

όπου G = {ta+ sb+ uc : µε t, s, u ≥ 0 και 0 ≤ t+ s+ u ≤ 1}.
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Υπόδειξη. Παρατήρηστε ότι το σύνολο G είναι το τετράεδρο, που ορίζουν τα διανύσµατα a, b, c, άρα το∫∫∫
G

dxdydz είναι ο όγκος του τετραέδρου που ορίζουν.΄Οµως γνωρίζουµε ότι

V (Παραλληλεπιπέδου (~a,~b,~c)) = 3V (Τετραέδρου (~a,~b,~c)). (9.12)

Από την ΄Ασκηση 1.6 και την σχέση 9.12 συµπεραίνει ότι ισχύει το Ϲητούµενο. �

9.18 Υπολογίστε τον όγκο του στερεούG = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 < y < 1, y2 < x < 3−2y, 0 < z < x2+2y2}.

Υπόδειξη. Για να υπολογίσουµε τον όγκο του G αρκέι να υπολογίσουµε το V (G) =
∫∫∫
G

dxdydz.

Εφαρµόζοντας το Θ. Fubini ισχύει ότι :

V (G) =

∫∫∫
G

dxdydz =

∫ 1

y=0

∫ 3−2y

x=y2

∫ x2+2y2

0

dzdxdy =
136

35
.

�

9.19 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
x2+y2+z2<1

dxdydz√
(x2+y2+z2)(1−x2−y2−z2)

= lim
ε→0+

∫∫∫
ε2<x2+y2+z2<(1−ε)2

dxdydz√
(x2+y2+z2)(1−x2−y2−z2)

Υπόδειξη. Αν G = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1} και

I =

∫∫∫
G

dxdydz√
(x2 + y2 + z2)(1− x2 − y2 − z2)

= lim
ε→0+

∫∫∫
Gε

dxdydz√
(x2 + y2 + z2)(1− x2 − y2 − z2)

,

όπου Gε = {(x, y, z) ∈ R3 : ε2 < x2 + y2 + z2 < 1− ε2} τότε εφαρµόζοντας σφαιρικό µετασχηµατισµό
στο Gε έχουµε ότι 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, ε < r < 1− ε και ∂(x,y,z)

∂(r,θ,φ) = r2 sinφ. Υπολογίζουµε ως εξής
:

Iε =
2π∫
θ=0

π∫
φ=0

1−ε∫
ε

r2 sinφ

r
√

1−r2 drdφdθ = 2π
π∫

φ=0

sin2 φ
1−ε∫
ε

rdr√
1−r2 = 2π

π∫
φ=0

1−cos 2φ
2

1−ε∫
ε

r(1− r2)−1/2dr

= π(φ− sin 2φ
2 |πφ=0)[−(1− r2)1/2|1−εr=ε] = −π

2

2 (
√

2ε− ε2 −
√

1− ε2).

΄Ετσι συµπεραίνουµε πως I = lim
ε→0+

Iε = π2

2 . �

9.20 Υπολογίστε το τριπλό ολοκλήρωµα
∫∫∫
K

x2
√
zdxdydz όπου

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0} (a > 0).

Υπόδειξη. Εφαρµόζοντας σφαιρικό µετασχηµατισµό στο K έχουµε

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.13)

µε 0 ≤ θ ≤ π
2 , 0 ≤ φ ≤ π

2 , 0 < r < a και |∂(x,y,z)
∂(r,φ,θ) | = r2 sinφ. Υπολογίζουµε ως εξής :

I =
∫∫∫
K

x2
√
zdxdydz =

π
2∫

θ=0

π
2∫

φ=0

a∫
r=0

sin4 φ cos2 θ
√

cosφ r9/4drdφdθ
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=

π
2∫

θ=0

cos2 θ dθ ·
π
2∫

φ=0

sin4 φ
√

cosφ dφ·
a∫

r=0

r9/4dr, όπου αφήνεται στον αναγνώστη να κάνει τον τελευταίο

υπολογισµό. �

9.21 Υπολογίστε τον όγκο του στερεού

K = {(x, y, z) ∈ R3 : −1 ≤ x+ y ≤ 1, 1 ≤ x− y ≤ 3 και 0 ≤ z(x− y)6 ≤ |x+ y|5}.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι για 1 ≤ x− y ≤ 3 ισχύει ότι 0 ≤ z ≤ |x+y|5
(x−y)6 , άρα για να ϐρούµε τον όγκο

του στερεού K αρκεί να υπολογίζουµε το V (K) =
∫∫
T

|x+y|5
(x−y)6 dxdy, όπου T = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤

x+ y ≤ 1, 1 ≤ x− y ≤ 3}. Θεωρούµε το γραµµικό µετασχηµατισµό

φ : (x, y) 7→ (u, v) = (x+ y, x− y).

Τότε έχουµε πως |∂(x,y)
∂(u,v) | = |det

(
1/2 1/2
1/2 −1/2

)
| = 1/2 µε −1 ≤ u ≤ 1 και 1 ≤ v ≤ 3. ΄Ετσι

υπολογίζουµε ως εξής :

V (K) =

∫∫
T

|x+ y|5

(x− y)6
dxdy =

∫ 1

u=0

∫ 3

v=1

u5

v6
dudv =

121

3645
.

�

9.22 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫∫∫
x2+y2+z2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz .

Εν συνεχεία χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα αυτό υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫∫∫
ax2+by2+cz2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz (a, b, c > 0) .

Υπόδειξη. (i) Αν K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < R2, x, y, z ≥ 0} εφαρµόζουµε σφαιρικό
µετασχηµατισµό στο K :

x = r cos θ sinφ y = r sin θ sinφ z = r cosφ (9.14)

µε 0 ≤ θ ≤ π
2 , 0 ≤ φ ≤ π

2 , 0 < r < a και |∂(x,y,z)
∂(r,φ,θ) | = r2 sinφ.΄Ετσι υπολογίζουµε διαδοχικά :

∫∫∫
x2+y2+z2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz =
π/2∫
θ=0

π/2∫
φ=0

R∫
r=0

r5 sin3 φ cosφ sin θ cos θ drdφdθ

= ( sin2 θ
2 |

π/2
θ=0) · ( sin4 φ

4 |π/2φ=0)( r
6

6 |
R
r=0) = R6

48 .

(ii) Εφαρµόστε τον γραµµικό µετασχηµασµό

φ : (x, y, z) 7→ (u, v, w) = (
√
ax,
√
by,
√
cz).
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Τότε έχουµε ότι |∂(x,y)
∂(u,v) | = |det

1/
√
a 0 0

0 1/
√
b 0

0 0 1/
√
c

 | = 1√
abc

και (u, v, w) ∈ K. ΄Ετσι από

το (i) έχουµε ότι ∫∫∫
ax2+by2+cz2≤R2,x≥0,y≥0,z≥0

xyzdxdydz =

∫∫∫
K

1

abc
uvw dudvdw =

R2

48abc
.

�

9.23.

9.24 Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα
∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy,

∫∫∫
R3

e−(x2+y2+z2)dxdydz.

Υπόδειξη. (i) ΄Εστω I2 =
∫∫
R
e−(x2+y2)dxdy.Εφαρµόζουµε πολικό µετασχηµατισµό στο σύνολο ο-

λοκλήρωσης όπου προκύπτει ότι I2 = 2π
∞∫
r=0

e−r
2

r dr. Θεωρούµε το Iε = 2π
ε∫

r=0

e−r
2

r dr =

π(1− 1
eε2

)→ π για ε→∞.

(ii) Παρατηρήστε ότι αν I1 =
∫
R
e−x

2

dx = I2
2 ⇔ I1 =

√
π. Επίσης παρατηρήστε ότι I3 = I3

1 = (π)3/2.

�

9.25 ∆είξτε ότι για κατάλληλους αριθµούς a, b και συνάρτηση f ,

∫∫
x>0,y>0,x+y<1

xaybf(x+ y)dxdy =

( 1∫
u=0

ua+b+1f(u)du

)( 1∫
v=0

va(1− v)bd

)
.

Υπόδειξη. Θεωρήστε τον µετασχηµατισµό x = uv, y = u(1− v), µε αντίστροφο τον

u = x+ y, v = x/(x+ y).

�



Κεφάλαιο 10

Επικαµπύλια Ολοκληρώµατα

10.1 Ασκήσεις

10.1 Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης Γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = a2}, όπου a > 0.

10.2 Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης Γ = {(x, y) ∈ R2 : (xa )2 + (yb )2 = 1}, όπου a > b > 0.

10.3 Υπολογίστε τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα
∫
C

(−ydx+ xdy),

∫
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
, όπου C είναι ο κύκλος

µε κέντρο το (0, 0) και ακτίνα a.

10.4 Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα∫
γ

{yexy cos z+2x sin (yz)+x]dx+[xexy cos z+zx2 cos(yz)−ey]dy− [exy sin z−yx2 cos (yz)−2z]dz}

όπου γ είναι η καµπύλη µε παραµετρικές εξισώσεις x = t3 cos t, y = t3 sin t, z = tet, 0 ≤ t ≤ 2π.

10.5 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫

x2+y2=1

[
√

1 + x2 − yexy + 3y]dx+ [x2 − xexy + log(1 + y4)]dy.

10.6 Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
γ

(
−y

x2 + y2
dy +

x

x2 + y2
dx

)
, όπου γ είναι η έλλειψη µε

εξίσωση (x−a)2

A2 + (y−b)2
B2 = 1.Υποθέστε ότι a2

A2 + b2

B2 6= 1.

10.7 Να επαληθεύστε τον τύπο του Green για το σύνολο D = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} και την διαφορική
µορφή xy2dy − x2ydx.

10.8 Υπολογίστε τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα∫
T

(−ydx+ xdy),

∫
T

−ydx+ xdy

x2 + y2
,

όπου είναι η περίµετρος του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία (−1,−1), (1,−2), (0, 3).

10.9 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
∂D

(2x4 + y2 + ex)dx + (3x − y3 − ey
2

)dy, όπου D είναι ο δίσκος D =

{(x, y) ∈ R2 : (x+ 1)2 + y2 < 2}.

111
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10.10 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
∂D

(2x4 + ex + ey)dx + (xey − x4 + y5)dy, όπου D είναι το σύνολο

D = {(x, y) ∈ R2 : 3x2 + 5(y − 1)4 < 2}.

10.11 Υπολογίστε το µήκος της καµπύλης x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, καθώς και το
εµβαδόν που περικλύει.

10.12 Υπολογίστε το µήκος της καµπύλης x2/3 + y2/3 = a2/3, καθώς και το εµβαδόν που περικλύει.
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10.2 Ενδεικτικές Υποδείξεις Ασκήσεων

10.1 Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης Γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = a2}, όπου a > 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την εξής παραµέτρηση της Γ

~r : [0, 2π]→ R2, t 7→ (a cos t, a sin t).

Η ~r είναι C1 απεικόνιση και µάλιστα ‖~r′‖ =
√
a2 cos2 t+ a2 sin2 t = a. ΄Ετσι έχουµε ότι το µήκος της

καµπύλης Γ ισούται µε

`(Γ) =

∫ 2π

t=0

‖~r′(t)‖dt =

∫ 2π

t=0

adt = 2πa.

�

10.2 Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης Γ = {(x, y) ∈ R2 : (xa )2 + (yb )2 = 1}, όπου a > b > 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την εξής παραµέτρηση της Γ

~r : [0, 2π]→ R2, t 7→ (a cos t, b sin t).

Η ~r είναι C1 απεικόνιση και µάλιστα ‖~r′‖ =
√
a2 cos2 t+ b2 sin2 t. ΄Ετσι έχουµε ότι το µήκος της

καµπύλης Γ ισούται µε

`(Γ) =

∫ 2π

t=0

‖~r′(t)‖dt =

∫ 2π

t=0

√
a2 cos2 t+ b2 sin2 tdt.

�

10.3 Υπολογίστε τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα
∫
C

(−ydx+ xdy),

∫
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
, όπου C είναι ο κύκλος

µε κέντρο το (0, 0) και ακτίνα a.

Υπόδειξη. (αʹ) Αφού η C είναι κλειστή καµπύλη, από το Θεώρηµα Green έχουµε ότι

I =

∫
C

(−ydx+ xdy) =

∫∫
B(0,a)

2dxdy.

Εφαρµόζοντας πολικές συντεταγµένες στη B(0, a), τότε έχουµε ότι I = 2
2π∫
θ=0

a∫
r=0

rdrdθ = 2a2π.

(ϐʹ) ΄Εστω I =

∫
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
και ϑεωρούµε την εξής παραµέτρηση του C :

~r : [0, 2π]→ R2, t→ (a cos t, a sin t)

όπου dx = −a sin t dt και dy = a cos t dt. Υπολογίζουµε λοιπόν ως εξής :

I =

∫ 2π

t=0

a2 sin t+ a2 cos t

a2
dt =

∫ 2π

t=0

dt = 2π.

�
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10.4 Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα∫
γ

{yexy cos z+2x sin (yz)+x]dx+[xexy cos z+zx2 cos(yz)−ey]dy− [exy sin z−yx2 cos (yz)−2z]dz}

όπου γ είναι η καµπύλη µε παραµετρικές εξισώσεις x = t3 cos t, y = t3 sin t, z = tet, 0 ≤ t ≤ 2π.

Υπόδειξη. Αναζητούµε απεικόνιση F (x, y, z) ώστε να ισχύει :

(αʹ) ∂F
∂x = yexy cos z + 2x sin (yz) + x

(ϐʹ) ∂F
∂y = xexy cos z + zx2 cos(yz)− ey

(γʹ) ∂F
∂z = exy sin z − yx2 cos (yz)− 2z

΄Ετσι υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

(αʹ) ∂F
∂x = yexy cos z + 2x sin (yz) + x⇔ exy cos z + x2 sin(yz) + g(y) + h(z)

(ϐʹ) ∂F
∂y = xexy cos z+zx2 cos(yz)−ey ⇔ g′(y) = −ey, άρα µια επιλογή για την g είναι η g(y) = −ey.

(γʹ) ∂F
∂z = exy sin z − yx2 cos (yz)− 2z ⇔ h′(z) = 2z, άρα µια επιλογή για την h είναι η h(z) = z2.

Συνεπώς µια F η οποία ικανοποιεί τις προυποθέσεις, που ϑέλουµε είναι

F (x, y, z) = exy cos z + x2 sin(yz)− ey + z2.

Για x(t) = t3 cos t, y(t) = t3 sin t, z(t) = tet, 0 ≤ t ≤ 2π έχουµε ότι το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα ισούται
µε

I = F (x(π), y(π), z(π))− F (0, 0, 0).

�

10.5 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫

x2+y2=1

[
√

1 + x2 − yexy + 3y]dx+ [x2 − xexy + log(1 + y4)]dy.

Υπόδειξη. ΄Εστω P (x, y) =
√

1 + x2−yexy+3y καιQ(x, y) = x2−xexy+log(1+y4).Αφού η καµπύλη
γ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} είναι κλειστή από το Θεώρηµα Green έχουµε πως

I =

∫
γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
x2+y2<1

∂Q

∂x
− ∂P

∂x
dxdy =

∫∫
B(0,1)

(2x− 3)dxdy.

΄Εφαρµόζοντας πολικό µετασχηµατισµό στη B(0, 1) έχουµε ότι

I =

2π∫
θ=0

1∫
r=0

(2r cos θ − 3)r drdθ =

2π∫
θ=0

(
2

3
cos θ − 3

2
)dθ = −3π.

�

10.6 Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
γ

(
−y

x2 + y2
dy +

x

x2 + y2
dx

)
, όπου γ είναι η έλλειψη µε

εξίσωση (x−a)2

A2 + (y−b)2
B2 = 1.Υποθέστε ότι a2

A2 + b2

B2 6= 1.
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